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الإهداء

إلى روح الأستاذ القدير والمربيّ الحكيم

بدر الدين علاء الدين

�منا ألاّ نقَبل الأمور إلا بعد التفكير الأستاذ الذي عل

والتمحيص والبرهان ...

�منا كيف نضُفي على حياتنا وعل

حيويةً وإيماناً

وكيف نجعلها حياةً تسَتح�قُ أنْ تعُاش.



مقدمة المترجم

تجولتُ في معرض الكتاب ببطء وتمھل وأنا أتفحص الكتب والمطبوعات العربیة التي
انتشَرتْ في كل اتجّاه... كتبٌ فاخرةُ التجلید وأخرى صَقیلة الورق، ومجلدات من أمھات المصَنَّفات
وكُتیبات صغیرة مصفرّة الأوراق... عناوین كثیرة، كبیرة وصغیرة شَملتْ كل ما خطَر لي وما لمَ
یخطُر، ولاحَظتُ غِنى مكتبتِنا العربیة بالكتبُ الأدبیة من قصص ومقالات ودراسات في الأدب
والتراث والفكر والدیّن والفلسفة والفنَ والمسرح... حتى كُتب الأطفال التي كانت نادرة منذ سنوات
قلیلة، أصبحَ لھا مَكانھَا الواضح بألوانھا الزاھیة الجمیلة وطباعتِھا الأنیقة التي تجذب انتِباه الكبار
والصغار. ولكن أین الكِتاب العلمي؟ لم أجِد سوى بعض الكُتب العلمیة التي كانت تطلّ بصفحاتھا
القلیلة على استِحیاء في جوانب ھامشیة من رفوف المكتبات كعناوین ثانویة في صفحات جریدة...

عناوین تائھة في بحر خضَم.

ر فیھ لتقدیم محاضرة بسیطة في الفیزیاء، لجأتُ رجعتُ بذاكرتي قلیلاً إلى یوم كنتُ أحُضِّ
آنذاك إلى بعض المراجع التي كان من بینھا موسوعةٌ في عِلم الفیزیاء تتألف من مجلد ضخم یزید
عدد صفحاتھ على ثلاثة آلاف صفحة... وبینما كنت أبحثُ في صفحاتھا وأقلِّبُ مواضیعھا المتنوعة
الغنیة، انتابنَي فجأة شعور مُبھم بالغربة والشّرود، وتسَاءلتُ كم قدَّم العرب والمسلمون مِن جُھد في
عِلم الفیزیاء ھذا؟ وما ھو قدَْرُ مُساھماتھم في ھذا العِلم منذ نشأتھ في بدایاتھ العلمیة البسیطة حتى
وصَل إلى تطوّره المُذھل ھذه الأیام؟ كان تقدیري المتواضع آنذاك أنّ مُجمَل مُساھماتنا في عِلم
الفیزیاء وما یحتویھ مِنْ معلومات وملاحظات ونظریات لا یمُكِن أنْ یتَجاوز نسبة متواضعة ربما لا
تزید عن خمسة بالمئة مِنَ المعلومات العلمیة التي تضمّھا ھذه الموسوعة الفیزیائیة الحدیثة...! كما
أنّ أغلب، إنْ لم یكَن كلّ ما قدَّمناه مِنْ إضافات علمیة في ھذا المَجال قد تمّ منذ قرون بعیدة مَضتْ،
عندما كانت شَمس الفِكر العربي الإسلامي ساطِعة على العِلم بفضل جھود علماء فطَاحِل، مِثل
الحسن بن الھیثم، ومحمد بن موسى الخوارزمي، وثابت بن قرّة، ویعقوب الكِندي، وأبو بكر
الرازي، وابن یونس المصري، ومحمد بن الحسن الكَرخي، وأبو الرّیحان البیَروني، والشیخ الرئیس
ابن سینا، وأبو الفتح الخازن، وابن باجة، وابن طُفیل الأندلسي، ونصیر الدیّن الطّوسي، وغیرھم
ممن برَعوا في العلوم والریاضیات، وقدَّموا للحضارة الإنسانیة إضافات ھامة على طریق التقدم
والازدھار... إلا أننا لمْ نضُِف جدیداً یذُكَر منذ القرَن المیلادي الخامس عشر حتى الآن..! وإنّ نظرةً



سریعة على الكُتب المَطروحة في المَعارض والمكتبات تشُیر بوضوح إلى أننا ما زلنا نعیش
الماضي ونجَترَّ عَظمَتھ، ونتَوھَّم أنّ ما حقَّقھ أجدادنُا كافٍ لكي یمَنحَنا شعورًا كاذباً بالعظَمة، ووَھمًا
خادِعًا بأننا نحُققّ ذاتنا الآن، ونشترك في رَكب التقدمّ والحضارة... إنما في الواقع لقد سبقَنَا مَسارُ
العِلم أشواطًا مضاعفة. وبینما كنا نحن نحَبو ونكَبو، ونعیش عظَمةَ تاریخنا كأنما ھو حاضرنا،
ونجَترُّ أحلامَ الیقظة وكأنھا واقِع حَيّ... كان العالمَ یتُابع سَیره حثیثاً، ویجَتازنا سریعاً، حتى سَبرََ
ة، وخاضَ أعماق البحار والفضاء... وتراكَمتْ أمامَنا نتائج البحوث والعلوم ونحن نحَلم أغوار الذرََّ

ونتمَنى...

جاء. ما نحتاج إلیھ الآن ھو إدراك ما نحتاج إلیھ الآن ھو الجدّ والعمل ولیس التَّمني والرَّ
مأساة واقِعنا المتخلفّ بدلاً مِنَ العیش في أحلام ماضینا العتَید. عندما وَجَد أجدادنُا أمامھم حضارة
الیونان والرومان والفرس والھند، وأدرَكوا موقفھم الحقیقي في العالمَ، تقدَّموا ولعَبوا دوَرھم في
صُنع الحضارة بثقة وإیمان. قاموا أولاً بعملیة ترجمةٍ مُنظَّمَة منھَجیة شاملة لأھمّ ما كَتبھ القدماء،
واستوعَبوا ذلك العِلم، وھضَموه وتمثَّلوه، ثم أضافوا علیھ، وقدمّوه ذخُرًا جدیداً على طریق الحضارة

والتقدم الإنساني.

وھا نحن الآن مِنْ جدید في مَوقع التلقيّ والاستھلاك والتَّخلف العلمي، تنَقصُنا المعرفة،
وتنَقصُنا الثقة بالنفس، وینَقصُنا الإیمان... لمْ نعرف بعَد عُمقَ مشكلتنا، ولمْ ندُرك بعَد موقفنا الحقیقي
في العالمَ ودوَرنا الغائب في صُنع الحضارة، یجب أنْ نبدأ أولاً بإدراك تخلفّنا. أنْ ندُركَ ونعَي أبعاد
تخَلفنا، وعُمقَ تأخّرنا، وصعوبة موقفنا بكلّ جرأة وصراحة ووضوح، وأنْ نواجِھ ھذه المشكلة
الصعبة بصَراحة ونقَاء حتى یمسَّ الألمُ والحزن أعماق عِظامنا، ویحرّكَ فینا الرغبة الأكیدة في
التخّلص مِنْ أغلالِنا، ویدَفعنا إلى العمل الصادق الدَّؤوب على طریق الحضارة والتقدم، مُسلَّحین
بالفھَم الناضج السلیم لدِیننا العظیم، ومُنطَلِقین بثقةِ الإیمان نحو تحصیل العِلم مثلما انطلقَ أجدادنُا مِنْ

قبَل شرقاً وغرباً وشمالاً وجنوباً نحو نور العِلم ویقَین المعرفة.

یجب أنْ ندركَ عُمق مشكلتنا أولاً، ونحسَّ بھا في صمیم قلوبنا وأرواحنا، وأنْ نرغَب
صادقین في حلِّھا وتجَاوزھا، ثم نتُرجِم ھذه الرغبة الأكیدة إلى عَمل صابر دؤَوب نحو تحقیق الھدفَ
المطلوب: حَلّ مشكلة التَّخلف. إنّ تعَلُّم المعارف الحدیثة، وسَدّ الفراغ الھائل في مكتبتِنا العربیة ھو

فرَضُ كفایة، بل ویكاد یصُبح فرَضَ عَین على كلِّ قادر ھذه الأیام... والله أعلم.

شَطَح بي الخیال بعیداً عن الریاضیات، وھي موضوع الكِتاب الذي أحببتُ قراءتھ لبسَاطتھ
ووضوحھ.. مِن النادر أنْ یقرأ المرء كِتاباً یبحث في موضوعٍ صعب كالریاضیات، ویشَعر في
الوقت نفسھ أنّ الكِتاب بسیط وواضح، وإن تحقَّق ذلك، فإنھ یدلّ عادةً على فھَمِ المؤلف لِموضوع

البحث، وعلى قدرتھ الجیدة في التعبیر والشّرح والتوضیح.

Michael تحت عنوانھ الطریف: "جسور إلى اللانھایة" ینَطلقُ المؤلف مایكل غیلن
Guillen لیعبرُ بنا أنھارًا وطُرقاً وَعرة في ساحات الریاضیات القدیمة، ومَسالكھا الحدیثة جِسرًا
بعَد جِسر حتى نصَل إلى فھَمٍ بسیط وواضِح لِكثیر مِنْ جوانب الریاضیات... وھو یفعل ذلك دون أنْ
یسَتخدم الرموز الریاضیة الغامضة والمعادلات المعقدَّة، بل یلجأ إلى لغُة سھلة، ویسَتعین بأمثلة



ب إلى أذھاننا وإلى خیالنا آفاق عالمَ الریاضیات، ویجَعلنا نعیش تلك الآفاق عملیة مباشرة، تقرِّ
البعیدة ونحسّ بھا حتى كأننا فیھا أو ھي فینا... وبعد أنْ ننَتھي مِن قراءة الكِتاب، ینَتابنا إحساسٌ
عمیق بأننا قد أصبحنا أكثرَ وَعیاً وفھَمًا وعِلمًا لكثیر مِن جوانب الحیاة نفسھا، لأنّ الریاضیات قد
دخَلتَ الآن عملی�ا في فھَم كثیر مِنْ جوانب الحیاة، ولمْ تعد مجرّد أعداد ورموز ومعادلات جامِدة
باردة غریبة، فھو لا یتحَدثّ إلینا عن الحساب والجَبر والھندسة، بل یتحدَّث عن الأرض الزراعیة
ق إلى دوَر الریاضیات في ألعابِنا وتسَلیتِنا وعن الصناعة والتجارة والبنوك والاقتصاد، ویتطَرَّ
وحروبنا وسَلامنا ومشاعرنا وكثیر مما نحُبّ ونكَره... نعم لقد تخللّت الریاضیات الآن دقائق الحیاة
الیومیة العادیة للإنسان المعاصِر، وأصبح مِنَ المحتم علینا أنْ نحاول فھَمَھا واستیعابھا، وأنْ نسعى
ھبة والقلق والتوتر الذي ینَتابنُا عندما نقَترب مِنْ دراستھا... ذلك القلق والتوتر الذي إلى تجَاوز الرَّ
ینَتابنُا عند الاقتراب مِن دراسة الریاضیات ھو ما یحاولُ مؤلفُ ھذا الكِتاب أنْ یتجاوزه، وأنْ یسیر
بنا بھدوء ویسُر نحو الوَعي والفھَم والإدراك... ولذلك قرَرتُ ترجمةَ ھذا الكِتاب، وأضفتُ إلیھ أكثر
من سَبعین ملاحظة عن العلماء الذین وَردتَْ فیھ أسماؤھم، كما أضفتُ الأشكال والصّور
التوضیحیة، وصورَ أھمّ المَذكورین من علماء الریاضیات. وكذلك أضفتُ الملاحظات الھامة لأستاذ
الریاضیات الكبیر بدر الدین علاء الدین التي تفَضَّل بطَرحھا ومناقشَتھا بالتفصیل في جلسات عدیدة
عزیزة وغالیة معھ قبُیل وفاتھ رحمھ الله. وضعتُ الملاحظات والإضافات بین قوسَین مستقیمَین [ ]
للتوضیح. أتمنىّ أنْ یسَتمتع أبناء العربیة بقراءة ھذا الكِتاب، وأنْ یقُدََّم لھَم كَجھد متواضِع بسیط
عَسى أنْ یشجّع بعضَنا على مزید مِن الترجمة والعطاء في فترة نحن أحوَج ما نكون فیھا إلى العِلم

والمعرفة، وإلى تجاوز الجھل والتخلف.

عامر شيخوني – 1986



المؤلف في سطور

ولِد الدكتور مایكل غیلن Michael Guillen في الولایات المتحدة الأمریكیة سنة 1954،
وحصَل على شھادة البكالوریوس في العلوم من جامعة UCLA في كالیفورنیا، وعلى شھادة
الماجستیر ثم الدكتوراه في الریاضیات والفیزیاء من جامعة كورنل في نیویورك سنة 1984. عمل
في تدریس الریاضیات والفیزیاء في جامعة ھارفارد، كما كان محرّر المادة العلمیة في محطة
ABC في التلیفزیون الأمریكي منذ عام 1985. سافرَ في عدة رحلات علمیة شملت القطبین
الشمالي والجنوبي، وھو عضو في لجنة أبحاث الریاضیات والعلوم وتدریس التكنولوجیا في
الأكادیمیة الوطنیة للعلوم National Academy of Science، وعضو مؤسس للجمعیة الوطنیة
للإعلام العلمي National Association of Science Broadcasters. حصَل على جائزة

المدرّس المتمیز في كل من جامعتيَ كورنل وھارفارد في الولایات المتحدة الأمریكیة.

نشُرتْ لھ الكتب التالیة:

- جسور إلى اللانھایة Bridges to Infinity. نشُر في عام 1984. حصل على عدة
جوائز عالمیة وترُجم إلى الألمانیة والفرنسیة والیابانیة والبرتغالیة.

- خمس معادلات غَیَّرتْ العالم Five Equations That Changed the World. نشُر
في عام 1996. حصل أیضًا على عدة جوائز عالمیة.

Can a Smart Person Believe in ھل یستطیع الشخص الذكيّ أن یؤمن با�؟ -
God? نشُر في عام 2006.

The End of Life نھایة الحیاة كما نعرفھا: أخبار مشؤومة من أقصى حدود العلوم -
as We Know it: Ominous News from The Frontiers of Science. نشُر في عام

.2018



جسور إلى اللانهاية

مقدمة المؤلف: رَھبةَُ الریاضیات

"یتألف الإنسان مِن جِسم وعَقل وخَیال. في جِسمھ نقائص وعیوب، وعقلھ لیس جَدیرًا
بالثقة، ولكنّ القدرة على الخیال والإبداع جَعلت مِن الإنسان ذلك الكائن الفرید المتمیزّ الذي تمكَّن
خیالھُ الفیاّض خلال قرون قلیلة مِن جَعل الحیاة على ھذا الكوكَب مُمارسةً فعاّلةً لكلّ الطاقات

الجمیلة".

Shakespeare من كتاب "شكسبیر والحیاة الروحیة John Masefield جون ماسفیلد
"and Spiritual Life
یمكنني توضیح أغلب الأسباب التي دفعتَني إلى تألیف ھذا الكِتاب فیما نشُر عمّا حدثََ ذات
یوم في القرَن الثامن عشر عندما واجَھَ عالِمُ الریاضیات الألماني الكبیر لیونھارد أویلر1
Leonhard Euler المفكّرَ الفرنسي الملحِد دنُیس دیدروDenis Diderot 2 بإثباتٍ ریاضي
غریب للبرھان على وجود الله. یبدو أنّ أویلر قد ذھَبَ للقاء دیدرو الذي كان آنذاك في حضرة
ھ مباشرةً إلى المجلس الملكَي لقیصر روسیا. تذَْكُر القصة أنھ في الیوم الذي وصَل فیھ أویلر، توَجَّ
دیدرو وصرخ قائلاً: "سیدي: س = ص/(أ+بن) ولذلك فا� موجود. أجِبْ!". كان المفكّر الفرنسي
قبل ذلك قد دحَضَ ببلاغَة وقوة كلّ الأدلة الفلسفیة الذكیة الداّلَّة على وجود الله... ولكن عندما لمْ
ا لالتزام الصمت، وطَلبََ یستطع دیدرو أنْ یفھَم مَعنى ھذه المعادلة الریاضیة، وَجَد نفسھ مضطر�

مغادرة روسیا.

تصَُوّر ھذه القصة نموذجًا لما یحَدث مِن حِوار بین علماء الریاضیات وغیرھم مِن الناس
في مجتمعنا، وھو حِوارٌ غیر موجود على الإطلاق. ولا أقصد ھنا اتھامَ أیة جھة معینّة بأنھا سبب
الغموض والإبھام، وسبب عدم الفھَم الذي یحیط بالریاضیات بشكل عام، ولكنني ألُمّح فقط إلى أنّ
ین بھا. وھذا ما مثَّلھ اضطراب الریاضیات غیر واضحة وغیر مفھومة بالنسبة لِغیر المختصِّ
وصَمت المفكّر دیدرو في مواجھة التحّدي الذي طرحَھ أویلر كرَدِّ فِعلٍ تجاه الریاضیات یعَرفِھ أكثر



الناس، حتى أولئك الأذكیاء منھم مِثل دیدرو، وھو الصمت. الصمت ھو المظھر الرئیسي لوباءٍ
ھبة مِنَ الریاضیات. ى ھذه الأیام: الخوف أو الرَّ شائع قدیم یسمَّ

رَھبةَُ الریاضیات ھي الخَوف المَرَضيّ، والشعور المُبھَم بالمَھانة والخجل والارتباك الذي
یبَعثھ علماء الریاضیات لدىَ مئات الملایین مِنَ الناس. كان ھذا رَدُّ فِعل الناس في مواجھة
الریاضیات على مَرِّ التاریخ. وعلى الرغم مِن أنّ ھذا الخوف المرَضي نفسھ لمْ یتغیرّ كثیرًا، إلا أنّ

النتائج التي تترتَّب على كَوننا ضحیة لھ قد تغَیَّرتْ بشكل جَذري.

ھبة مِنَ الریاضیات یعني أنھ لمْ یكُن بالنسبة إلى دیدرو، فإنّ كَونھ ضحیة الإصابة بالرَّ
قادرًا على استیعاب وتقدیر الجوانب العدیدة الفریدة التي تمثِّلھا الریاضیات، وتؤثرّ مِنْ خلالھا على
اھتمامات الإنسان وأفكاره، حتى فیما یتعلقّ بأسئلتھ عن وجود الله. سَنناقِش أغلب ھذه الأمور في
ھبة مِنَ الریاضیات تعني مِثل ما ھذا الكِتاب. أما بالنسبة إلى إنسان الیوم، فإنّ إصابتھ بالخوف أو الرَّ
حَدثَ لدیدرو وأكثرَ... إنھا تعني عدم قدرتھ على فھَم عالمنا التكنولوجي المعقدّ... فبدون ھذا الفھَم،

قاً في ھذا العالمَ. یتحَول المرءُ إلى مُشاھِد بدلاً مِنْ أنْ یكون مُشارِكًا فاعلاً وخلاَّ

مِنَ الصعب أنْ نبالغ في أھمیة استِخدام الأعداد في وَصفِنا لِحقائق الطبیعة وما وراء
الطبیعة. ومِنَ الصعب أنْ نقلل مِنْ خطورة عدم قدرة الإنسان الذي ترُھِبھ الریاضیات على فھَم ھذه
الحقائق. عبَّر غالیلیوGalileo 3 عن أھمیة الأعداد في علوم الطبیعة والفیزیاء بقولھ إنّ كِتاب
الطبیعة قد كُتِب بلغة الریاضیات. وتعُطي الكباّلا Cabala (وھي طقوسٌ غَیبیة صوفیة یھودیة)

مِثالاً لِجُملةِ المعاني الصوفیة الغیَبیة الكثیرة التي تسُبِغھا بعضُ الدیانات على الأعداد.

رھَبةُ الریاضیات ھي مِثل الشیخوخة، لیست مرَضًا واحِداً، بل ھي أمراض متعددّة، یصَدر
كل منھا عن سوء فھَم أو عدم وضوح لِجانب من جوانب الریاضیات. ولعل أھمھا یتمثَّل في قصة

أویلر - دیدرو مما أعتقده واضحًا لدىَ أي قارئ لھذا الكِتاب.

أولاً وقبَل كل شيء، یرَتكِز الخوف من الریاضیات على التصور الخاطئ لدى غیر
المختصین بھا بأن الریاضیات لیس فیھا أي نوع من العجز أو القصور، وھذا أحَد أسباب اضطراب
دیدرو وصَمتھ حِیالَ تأكیدِ أویلر المفاجئ، والأمر الثاني والحاسِم ھو عدم درایة دیدرو وأمثالھ
بالصعوبات التي كانت تواجِھ علماء الریاضیات في ذلك العصَر في فھَم كثیر من المفاھیم الریاضیة
الجدیدة مثل معنى اللانھایة. یوضّح فصَلُ "ما بعَد اللانھایة" أنّ المعادلات الریاضیة التي ساعَدتنا
George 4على فھَم طبیعة اللانھایة وما یأتي بعَدھا لمَْ تتَضح حتى صاغَھا الألماني جورج كانتور

Cantor في أواخر القرَن التاسع عشر.

ا، وقد كان كذلك بالفعل... كما كان بالإضافة إلى ذلك الحلقة یبدو أنّ ذلك كان إنجازًا ھام�
الأولى في سلسلةٍ مِنَ الإنجازات الھامة التي سَتنُاقشَ في أول فصَلٍ مِن ھذا الكِتاب: "كنز الیقین"
والتي أوَضحتْ لعلماء الریاضیات بعض العیوب والنواقص فیھا. حتى ذلك الوقت، آمَن علماءُ
الریاضیات بالقدرة غیر المحدودة، وبالیقین الكامل الذي تحَملھ الریاضیات في إثبات الحقائق بشكل
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منطقيّ مؤكَّد. ولكنّ العیوب والنواقص التي اكتشُفتْ في الریاضیات ساعدتْ على توضیح الجانب
الإنساني للریاضیات بتِبیان أخطائھا، وتِبیان إصرار وتفاؤل علماء الریاضیات المعاصِرین في
محاولاتھم لِتجاوز ھذه العیوب والنواقِص. كما یسُاعد اكتشاف ھذه العیوب والنواقِص على تقسیم
تاریخ الریاضیات إلى مراحل أسمیتھُا في ھذا الكِتاب: "التَّخیل المِثالي" و"التنازلات" و"التفاؤل".
ترتبط ھذه المراحل بالفترات التي سَبقتْ، أو تخَللتْ، أو تلَتَْ تلك الإبداعات التي نشُِرتْ بین
منتصف القرَن التاسع عشر وبدایة القرَن العشرین. حَسب ھذا التقسیم، فإنّ جزء "التَّخیل المِثالي"
مِنْ ھذا الكِتاب یبَحثُ في تلك المواضیع التي درُِسَتْ في فترةٍ آمَن فیھا علماءُ الریاضیات بالیقین
ن دراستیَن تطَرحان المُطلق، والكمال الذي تحَملھ الریاضیات. أما جزء "التنازلات"، فیتَضمَّ
الموضوعَین الرئیسَین اللَّذیَن غَیَّرا إیمانَ علماء الریاضیات بالیقین المُطلق فیھا. ویتألف جزء
"التفاؤل" مِنْ دراسات عن المواضیع التي تطوّرتْ في ھذا القرَن عندما أدركَ علماء الریاضیات
عیوبِ ونواقِص الریاضیات، وحاولوا تجَاوزھا ما استطاعوا. وأنا أدعو القارئ إلى محاولة اكتشاف

تفكیر ونفسیة علماء الریاضیات في كلٍ مِنْ ھذه الدراسات.

یزید سوء فھَم مشكلة مَحدودیة الریاضیات وقصورھا مِنْ رَھبة الریاضیات. كان مِنَ
المُمكن أنْ یخُفَّف الأمر على دیدرو لو أنھ أدركَ أنّ الریاضیات لیست عِلمًا، وأنھا لا تستطیع إثبات
وجود الأشیاء الحقیقیة أو نفَي وجودھا. في الحقیقة، إنّ أقصى ما یصَبو إلیھ عالِم الریاضیات ھو أنْ
تكون معادلاَتھ واستنباطاتھ منسَجمة ومنطقیة في حدِّ ذاتھا، ولیس أنْ تكون بالضرورة حقیقیة
وواقعیة. ولا یعني ھذا أنّ الاستنباطات والعلاقات الریاضیة لا ترتبط أبداً بأشیاء حقیقیة، بل أنھا
ترتبط بھذه الأشیاء في أغلب الأحیان. بل إنّ التوافق بین الأفكار الریاضیة والحقائق الطبیعیة أمرٌ قد
أثُبِتَ في كثیر من المقالات والدراسات لِدرَجة أنّ ھذا التوافق ذاتھ یحتاج إلى تفسیر وفھَم. ویجب
الانتباه إلى أنّ ھذا التوافق لمْ ینَشأ عن محاولة علماء الریاضیات أن یكونوا واقعیین، بل على العكس
مِنْ ذلك، فإنّ أفكارھم غالباً ما تكون في بدایتھا نظریة مجرّدة، ولا یبدو فیھا ظاھرًا وجود أیة علاقة
دة فیما بعَد على كثیر من لھا بالعالمَ الواقعي الحقیقي. ولكن تطبیق ھذه النظریات الریاضیة المجرَّ
الحقائق الواقعیة، أدَّى إلى تفسیر ھذه الحقائق بالشكل المطلوب، وھذا ما سنبُیِّنھُ في فصَل "اختراع

الحقیقة".

یفَترضُ أغلبُ الدَّارسِین الذین یحاولون تفسیر ھذا التوافق والانسجام المُدھش بین عالمَ
الریاضیات وعالمَ الحقائق الفیزیائیة، كما افترَضَ غالیلیو، أنّ ھذا التوافق یشُیر إلى البِناء الریاضي
للطبیعة والكَون، وإلى أنّ علماء الریاضیات یتحَدَّثون بلغةِ الطبیعة، ومِن المنطقي أنْ نتوقَّع انسجام
كلامھم ونظریاتھم مع الحقیقة والواقع، حتى لو لم یقصدوا ذلك. أما تفسیري الخاصّ لھذا التوافق
والانسجام فھو أنّ قدرة الإنسان على التخّیل والتصّور ھي حاسّة سادسة. وحَسب ھذا التفسیر، فإنّ
انسجام النظریات الریاضیة مع الحقیقة والواقع إنما یعود ببساطة إلى كَونِھا ملاحَظَة ومشاھَدة، أكثرَ
نا مِنْ كَونھا اختراعًا. أعتقدُ أننا ندركُ الحقائق والوقائع بتخیلنا وتصوّرنا مثلما ندُركھا بحواسِّ
الخَمس. وإنّ توافق العالمَ الحقیقي مع تصورات ھذه الحاسَّة السادسة ھو مِن نوَعِ التوافق الذي یوجَد
بین العالمَ الحقیقي وبین إحساسنا بالضوء والصوت والتذوق واللمس والرائحة. وبینما یراقِبُ العلماء
الظواھر الطبیعیة بجمیع حواسّھم الخَمس، فإنّ علماء الریاضیات یراقبون الطبیعة بحاسّة التخیل
بون على استعمال حاسَّتھم صون ومُدرَّ والتصوّر فقط. وھذا یعني أنّ علماء الریاضیات مُتخصِّ
السادسة ھذه، مثلما یتخصَّص الموسیقیون بالأصوات، والذَّواقون بالطَّعمات والروائح،
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والمصوّرون بالمَناظر... وھذه مقارَنةٌ تعني أیضًا أنّ علماء الریاضیات ھم فنانو التخّیل والتصّور
مَثلَھُم كَمَثلَ الموسیقیین والذوّاقین والمصورّین كُلا� في مجال إحساسِھ. یشَرح لنا علماء الریاضیات
بمعادلاتھم الفریدة وتشكیلاتھم الممیزة حقائقَ كوننا دون أنْ یكون لدیَھم القصَد أو القدرة على إثبات

وجود أو عدم وجود شيء ما.

عاء أویلر ھو آخِر الأخطاء في فھَم الریاضیات الذي نستخلِصَھُ مِنْ ردِّ فعل دیدرو على ادِّ
خطأ شائع بین علماء الریاضیات وغیرھم. وھذا الخطأ ھو الاعتقاد بأنھ لا یمكن التعبیر عن
الریاضیات إلا بلغة الأرقام والرموز. یقَودُ ھذا الاعتقاد الخاطئ كثیرًا مِنْ علماء الریاضیات إلى
اعتبار أن كل جُھدٍ لشرح النتائج الریاضیة بلغةٍ عادیة ھو جُھد ضائع لا یفید. كما یقَود ھذا الاعتقاد
الخاطئ الآخرین إلى التواضع في آمالھم ورغباتھم في فھَم الریاضیات. وربما أدَّى ذلك عند كثیر

مِن الناس إلى الاقتناع بأنھم لن یفھموا أي شيء عن الریاضیات.

بین كل جوانب الرّھبة مِنَ الریاضیات التي وصفتھُا، فإنّ ھذا الجانب یمكن تصحیحھ
ع علماء الریاضیات على تغییر موقفھم. ومِنَ المحزن القول إنّ أغلبھم یؤمِن بما بسھولة إذا تشَجَّ
نشََره عالِم الریاضیات الإنكلیزي غودفري ھارديGodfrey H. Hardy 5 في مذكراتھ "اعتِذار
عالِم ریاضیات A Mathematician’s Apology" حیث ذكَر أنّ شرح العلاقات الریاضیة ھو
مِنْ صفات العقول المُبتدئة، وقال إنّ العلماء الذین یمُارسون الریاضیات یحَتقرون أولئك الذین

یحاولون شرحَھا لغُوی�ا للآخرین، لأنّ مِثل ھذا الجھد ھو عَبث ومَضیعة للوقت!

على الرغم من أنني أخاطِر بوَضع نفسي في ھذه المَرتبة المُبتدئة مِنَ العقول، فقد سَطَّرتُ
،Bernhard Riemann 6ھذا الكِتاب لأنني أؤمن، كما آمَن العالِم الریاضي الكبیر برنھارد ریمان
أنھ مِنَ الممكن توضیح وشَرح مبادئ الریاضیات ونظریاتھا لِغیر العارفین بھا. فبِمناسبة ترشیحِھ
لِمنصبٍ جامعيّ في جامعة غوتینجن Göttingen University بألمانیا، ألقىَ ریمان محاضرةً في
موضوع معقدّ ھو (أسُُس الھندسة) دون أنْ یسَتخدم معادلة ریاضیة واحدة. وحَظِیتْ محاضرتھ التي
استمعَ إلیھا المدرّسون والمدرّسات بنجاح باھر. استناداً إلى ما فعلھَ ریمان، كَتبتُ ھذه الدراسات
بلغة واضحة، دون اللجوء إلى المعادلات الریاضیة. ولا یعني ذلك أنّ ھذه الدراسات قد كُتِبتَْ
بتبسیط وبمستوى سَھل منخفض، بل أنھا كُتِبتَْ بحیث تحظَى بقبول دیدرو وریمان على حدٍّ سواء.
ھبة مِنَ الریاضیات، حاولتُ في ھذه الدراسات أنْ فبالإضافة إلى محاولتي تقدیم حلٍّ لمشكلة الرَّ
أبعثَ في نفسِكَ شیئاً من البھجة والسعادة مثل التي شَعرتُ بھا منذ بدأتُ دراسَة الریاضیات في
طفولتي. لعلكَ سَتوافقنُي بعَد قراءة ھذه الدراسات، أنّ خیال علماء الریاضیات عندما یتوجھ في
النھایة إلى تطبیق ما وصَل إلیھ من نتائج في مجالات الحیاة العملیة الواقعیة المختلفة، فإنھ یحُققّ
أیضًا نجاحًا مماثلاً للنجاح الذي حقَّقھ في حَلّ مسائل الحساب والھندسة. وإذا حدثََ معك ذلك، فإنني
سأكون قد نجحتُ في إزالة وَھمٍ آخر مِنَ الأوھام التي تتعلقّ بالریاضیات. وھذا الوَھم ھو أنّ
الریاضیات عقلیة صِرفة، ونظریة بحَتة، بحیث إنھا لا تتعلَّق مِنْ قریب أو بعید بتصرفات الإنسان
التي تتَّسم بالمنطقیة والعقلانیة. كان ھذا اعتقاداً عبَّر عنھ ألدوس ھكسلي Aldous Huxley عندما
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�منا أنْ ليس هناك مِنْ شيء بسيط ومنطقي إلا ما اخترعناه نحن كتبَ: "لقد تعل
�ر حسب منطق إقليدس ولا منطق ريمان". وقد أوضحتُ بأنفسنا، وأنّ الإله لا يفك

د" و"لا شيء أفضَل مِن امَة والشطرنج" و"نداء شَریعة الغاب" و"التَّناظر المجرَّ في فصول "الضَّ
الفطرة والبدَیھة" أنَّ فھم الریاضیات یساعدنا كثیرًا في محاولاتنا العدیدة لفھم الطبیعة الإنسانیة
ووجود الإنسان. غابَ عن نظَر ھكسلي وأولئك الذین یتَّفقون معھ في الرأي، أنّ علماء الریاضیات
لا یخَترعون النظریات التي تتَناقضَ مع تعقیدات الحیاة، بل یرُاقِبون الحیاة بأوضَح الحواس، وھي
حاسة الخیال، تلك الحاسَّة التي ترَى أمورًا لا تستطیع الحَواس الخَمس الأخرى أنْ تراھا. حاسَّةٌ لمْ
بھا دیدرو بكلّ عبقریتھ ونظریاتھ، على الرغم من أنھ كان یستطیع أنْ یفعل ذلك، لأنّ یمَلكھا ولمْ یدُرِّ
خیالنا ھو حاسّة یمكن تدریبھا وتنمیتھا، حاسّة لا تحتاج إلى ذكاء خاص، وإنما تحتاج إلى تعَلمّ

طرائق وأسالیب الریاضیات.

مايكل غيلين



المرحلة الأولى

"الخیال المثالي"



كنز الیقین:

المنطق والبرھان

ب العالِم الریاضي نفسَھ في سبیلھ". "البرھان ھو الوَثن الذي یعُذِّ

ل الیقین على سیر أرثر إیدینغتون Sir Arthur Eddington ینَدر أنْ نجَد إنساناً لا یفضِّ
الشك في أغلب القضایا، ولكن الإنسان الذي یتوصَّل إلى الیقین في أغلب القضایا ھو أكثرَ ندرة.
رَ علماءُ الریاضیات وكأنما الیقین كنز مخبأّ علینا أنْ نجَد الخریطة التي یمكن أنْ تقودنا إلیھ. تصََوَّ
في القرَن الرابع قبل المیلاد أنھم قد اكتشفوا خریطة الوصول إلى الیقین في مبادئ منطق أرسطو7
Aristotle. طبَّق إقلیدسEuclid 8 ھذه المبادئ في إثبات نظریاتھ الھندسیة التي لقَیتْ ترحیباً
وقبولاً عظیمًا على أنھا نماذج للیقین على مدى 2000 سنة. ولكن في أواخر القرَن التاسع عشر،
عندما طبقّ علماء الریاضیات المبادئ ذاتھا على إثبات نظریات الأعداد والحساب، وصلوا إلى كنزٍ
مِنَ المتناقضات بدلاً مِن الوصول إلى كنز الیقین... وفشِل منطق أرسطو...!

أدَّى ھذا الاكتشاف إلى انقسام علماءَ الریاضیات إلى مدارس فكریة متعددة، وادَّعتْ كل
فئة أنھا تمتلك خریطة ستعُید كل علماء الریاضیات إلى البرھان والیقین. وحُسِم ھذا الخلاف سنة
1931 باكتشاف آخَر جدید... اكتشاف یقضي بعدم إمكانیة التوصل إلى الیقین الكامل في

الریاضیات...!

أحَزنتَْ ھذه النھایة الحاسمة بعض علماء الریاضیات ودفعَتھم إلى محاولة تجاوزھا بطریقة
أو بأخرى دون نجاح حتى الآن، تقَبََّل أغلبھم ھذا الواقع، وتعلَّموا التعایش معھ وقبول الشك كجزء لا
فض، لأنّ ھؤلاء العلماء ما زالوا یحلمون بدّ منھ في العمل... ولكنّ ھذا القبول ظلَّ مَشوباً بالرَّ

باسترجاع كنز الیقین الذي كانوا یمتلكونھ ذات یوم.

بلغَتْ مَوجة الیقین الریاضي ذرُوتھا في القرَن الرابع قبل المیلاد مع ظھور كِتاب أرسطو
في المنطق Organon، وكِتاب إقلیدس في العناصر Elements. كان الاعتقاد الشائع آنذاك أنّ

كِتاب المنطق قد فتح الطریق إلى البرھان المنطقي، وأنّ كِتاب العناصر كان كنز الیقین بِعیَنھ.

ُ



وضَعَ أرسطو في كتاب المنطق أسُسَ الاستنتاج المنطقي في أربع عشرة قاعدة وبضعة
قوانین یمكن الانطلاق بھا مِنَ المقدمات والفرضیات والوصول بواسطتھا إلى البرھان والیقین بشكلٍ
منطقي سلیم. بین ھذه القوانین: قانون الذاتیة: (كل شيء یماثل ذاتھ)، وقانون التناقض: (لا یمكن
لشيء أنْ یكون موجوداً وغیر موجود في الوقت ذاتھ)، وقانون رَفض الحلّ الوسَط: (یكون التعبیر
أو الحل إما صحیحًا أو خطأً، ولا یوجد ھناك احتمال ثالث). تعُبَرّ ھذه القوانین عن حقائق یعتبرھا
أغلبنا حقائق بدیھیة، في حین كانت تلك القواعد نتیجة للدراسة الدقیقة المتفحصة التي قام بھا أرسطو

للقیاس المنطقي.

القیاس المنطقي ھو عملیة ذھنیة مِنْ مراحل ثلاث في الاستنتاج وفق النموذج التالي: (إذا
كان) كل إنسان فان

(وإذا كان) سقراط إنساناً

(إذاً) فسقراط فان

الجُملتَان الأولیتان ھما الفرََض، والجُملة الثالثة ھي الاستنتاج الذي ینَبثق بالضرورة عن
الفرَض كما قال أرسطو. یمكننا أنْ نشكّ بصحة الفرَض، ولكن، إذا اتَّبعنا قواعد الاستنتاج المنطقي
فلا یمكن الشك بصحة النتیجة. فمثلاً، یمكننا أنْ نشكّ بصحة الفرَض الذي یقول: "كلُّ السُّعداء
محبوبون"، وأنْ نشكّ بالفرَض الذي یقول: "صالح رجل سعید"، ولكننا لا نختلف على أنّ ھذه

المقدمات تقودنُا بالضرورة المنطقیة إلى الاستنتاج: "صالح محبوب".

ھذا ھو بالضبط ما یعنیھ "الیقین المنطقي". وقد اعتبُرِتْ قواعد المنطق التي وضَعھا
أرسطو دلائل الوصول إلى الیقین، لأنھا وضِعتْ في صیغة القیاس المنطقي النموذجي. وقد أضاف
علماء المنطق في العصور الوسطى خَمسَ قواعد أخرى إلى القواعد الأصلیة التي وضعھا أرسطو.

اتبّع إقلیدس في مؤلَّفھ الضخم "العناصر" قواعدَ الاستنتاج المنطقي لكي یتوصَّل إلى مئات
النظریات الھندسیة انطلاقاً مِنْ عَشر فرضیات فقط. كانت ھذه الفرضیات مزیجًا مِنَ البدیھیات،
مثل: (الأشیاء التي تتساوى مع شيء واحد، تتساوى مع بعضھا)، وبعض المفاھیم المعقولة عن
النقاط والخطوط والمستویات الریاضیة، مثل: (یمكن رسم خطّ مستقیم بین نقطة وأیة نقطة أخرى).
یستطیع علماء الریاضیات أنْ یرفضوا بعض فرضیات إقلیدس، كما فعلَوا ذلك حق�ا فیما بعد، ولكنْ
كما بیََّنَ أرسطو، لمْ یكن ھنالك أي شك في النتائج. كانت نظریات إقلیدس كلھا مِنْ نوع الحوار الذي
یقول: إذا كان... فالنتیجة... وفق قواعد الاستِنتاج المنطقي. إذا آمَن المرءُ بصحة ویقین منطق
أرسطو، فیتحتَّم علیھ أنْ یؤمِن بأنّ نظریات إقلیدس ھي نماذج للیقین المنطقي مھما كان رأیھ
بالفرضیات والمقدمات. على مدىَ ألفيَ سنة بعد ظھور كِتابيَ "المنطق" و"العناصر"، كان علماء
الریاضیات والفلاسفة وعلماء الطبیعة، بل وحتى الأدباء والمثقفون یؤمنون بأنّ منطق أرسطو
والاستنتاج المنطقي ھي وسائل تمكّنھم مِنَ الوصول إلى الیقین في مسائل عدیدة. كمثال على ذلك
فقد قام القدیس اللاھوتي توما الأكوینيThomas Aquinas St 9. في القرَن الثالث عشر باستخدام



منطق أرسطو في إثبات صحة الأمور الإیمانیة والدینیة بما فیھا وجود الله. وكان لفلسفتھ التي
مَزجَتْ بین المسیحیة ومنطق أرسطو تأثیر كبیر، حتى إنّ البابا لیو الثالث عشر أصدرَ مَنشورًا
بابوی�ا في 1879 أعلنَ فیھ أنّ فلسفة توما الأكویني ھي الفلسفة الرسمیة للكنیسة الكاثولیكیة

الرومانیة.

وھكذا عندما انكبَّ علماءُ الریاضیات في القرَن التاسع عشر على تطبیق قواعد الاستنتاج
المنطقي في الحساب والأعداد كما طبَّقھ إقلیدس في الھندسة، كانوا یفعلون ذلك وھم واثقون مِنْ قوة
عتْ وصحة الاستنتاج المنطقي. كانت الفكرة العامة ھي محاولة تنظیم النتائج الحسابیة التي تنوَّ
واختلفتْ على مرِّ العصور في قالب منطقي ما. وكان علماء الریاضیات حتى ذلك الوقت قد قبَلوا
كثیرًا مِنْ ھذه النتائج دون برھان أو إثبات لأنھا كانت تبدو بدیھیة. فمثلاً لمْ یفكّر أحَد جدی�ا بالتساؤل
عن صحة قانون الأجزاء الثلاثة الذي ینصُّ على أنّ كل عدد یجب أنْ یكون صفرًا أو أكبر مِنَ
الصفر (عدد موجب) أو أصغر مِنَ الصفر (عدد سالب). قبُِلَ ھذا القانون بثقة ویقین مثل قبولنا فكرة
أنّ كلَّ فترةٍ مِنَ الزمن moment إما أنْ تكون جزءًا مِنَ الحاضر أو مِنَ المستقبل أو مِنَ الماضي،

ولمْ یفكر أحَد أنّ ھذا قد یكون خطأً.

لمْ یكن ذلك خطأً، ولكنْ لمْ یكن لدىَ علماء الریاضیات قبل مئة سنة مَضتْ أي برھان على
صحة ھذا القانون، ولا على كثیر مِنَ الحقائق الحسابیة الأخرى. وقد حان الوقت للتوصّل إلى الیقین
المنطقي في مسائل الحساب بدلاً مِنَ اللامبالاة والتسلیم بالقبول التقلیدي القدیم. تصوّر علماءُ
الریاضیات أنّ مھمتھم ستكون سھلة وروتینیة، فما علیھم إلا أنْ یتبعوا الطریقة التي اتبّعھا إقلیدس...

ولكنھا كانت بدایةَ بحَثٍ شاقّ طویل عن كنز غیر موجود.

على الرغم من أنّ بعض علماء الریاضیات قد سبقوا الآخرین على طریق الاستكشاف
والبحث، إلا أنّ العالِم الألماني غوتلیب فریجیھGottlob Frege 10 كان مِنْ أوائل الذین أعَلنوا
توصّلھم إلى ھذه النتیجة بعد أنْ عمل من 1893 إلى 1902 على استِنباط مئات النظریات الحسابیة
انطلاقاً مِنْ فرضیات قلیلة، ووضَع النتائج النھائیة في مؤلَّف ضخم مِنْ جزأین تحت عنوان:
"القوانین الأساسیة في عِلم الحساب Fundamental Laws Of Arithmetics". كانت فرضیاتھ
مثل فرضیات إقلیدس قابلة للمناقشة والرفض والقبول، ولكنّ استنتاجاتھ بنُیتَْ على قواعد الاستنتاج
المنطقي حسب منطق أرسطو. وھكذا اعتقد ھو ومعاصِروه أنّ كِتابھ ھذا لن یكون في حُسن براھینھ
وفي قوة یقینھ أقلّ أھمیة مِنْ كِتاب "العناصر" لإقلیدس، ولمْ یكن لدیھم أي سبب للشك في ذلك، حتى
سنة 1902 عندما كان فریجیھ یضَع اللمسات الأخیرة في مؤلَّفھ الضخم. في تلك السنة، نشََر عالِم
ً الریاضیات الفیلسوف الإنكلیزي برتراند رَسلBertrand Russell 11 أنھ اكتشفَ تناقضًا وخطأ
منطقی�ا في المَخطوطة الأخیرة للجزء الثاني مِنْ كتاب فریجیھ. لمْ یكن التناقض نتیجة إھمال أو خطأ
یمكن تصحیحھ، بل أظھَر رَسل وجود تناقض في الاستنتاج المنطقي ذاتھ. لمْ یتصوّر أحَد في ذلك
الوقت مدىَ خطورة وأھمیة ھذا الخطأ، ومدىَ صعوبة تصحیحھ، ولكنھ كان كافیاً لكي یدرك



فریجیھ أنھ قد أھدرَ عَشر سنوات مِنَ الجھد والبحث الدَّؤوب...! وكتبَ فریجیھ في نھایة الجزء
سُس أبحاثه عندما تكون

ُ
الثاني مِنْ كتابھ: "لا يواجِه العالمِ شيئاً أسوأ مِنْ أنْ تهتز أ

قد شارَفتْ على نهايتها. وقد وجدتُ نفسي في مثل هذا الموقف عندما
وصلتني رسالة برتراند رَسل في الوقت الذي انتهتْ فيه طباعة هذا الكتاب".

تفحّص رَسل بشكل خاص صفات المجموعات وما تضمّھ من الأعداد التي استخدمَھا
فریجیھ في وَصفِھ لمجموعات الأعداد التي كانت تبدو بدیھیة بسیطة. حَسب منطق أرسطو، فإنّ
المجموعة ھي أیة فئة من الأشیاء التي تشَترك في صفات نوعیة متشابھة (مثل مجموعةٍ مِن
ف وتتَمیز بالصفات النوعیة السیارات أو الطیور أو الأعداد...) أو یمكن القول إنّ المجموعة تعُرَّ
المتشابھة والمشتركة بین أفرادھا، مثلما یتمَیز واحدٌ مِنْ أحیاء مدینة ما بنوعیة السكان الذین یعیشون
فیھ. ولكي ینتمَي فردٌ إلى عضویة مجموعة معینة، یجب أنْ یتمتَّع بالصفات النوعیة التي یشترك

فیھا مع أعضاء ھذه المجموعة، مھما كان مختلفاً عنھم في صفاتھ الأخرى.

بینما قبَِلَ علماء الریاضیات في ذلك الوقت ھذه البدیھیات دون مناقشة، تفحّصھا رَسل، كما
ذكَر فیما بعَد في كِتابھ: "تطوري الفلسفي My Philosophical Development" قائلاً:
�رتُ أنّ الأشياء قد تكون عضواً في مجموعتها في بعض الحالات، ولا تكون "فك
في حالات أخرى، فمثلاً، إنّ مجموعةً مِنَ الملاعق ليست ملعقة أخرى، ولكنّ
مجموعة الأشياء التي "ليست ملعقة" هي في الوقت نفسه ليست ملعقة،
وبالتالي تعُتبر مجموعة الأشياء التي ليست ملعقة أحَد الأعضاء في مجموعة

الأشياء التي "ليست ملعقة""12.

أغلب المجموعات التي نفكر فیھا ھي مِنْ نوع مجموعة الملاعق، مثل مجموعة الأحذیة أو
البیوت أو الأقلام... إذ إنَّ كلا� مِنْ ھذه المجموعات لیست عضوًا مِنْ أعضاء مجموعتھا ذاتھا. ولكن
ھناك بعض النماذج القلیلة التي یمكن أنْ تكون فیھا المجموعة عضوًا مِنْ أعضاء أفرادھا في الوقت
نفسھ، فمثلاً: إنّ مجموعة "كلّ الأشیاء المَطبوعة على ھذه الصفحة" ھي في حَدِّ ذاتِھا مَطبوعة على
ھذه الصفحة أیضًا. كما أنّ مجموعةً مِنَ الأفكار ھي فكرةٌ في حَدِّ ذاتِھا أیضًا. في مثل ھذه الحالات،
تنطبق شروط العضویة والانتماء إلى المجموعة على كامل المجموعة نفسھا، لأننا إذا نظرنا إلى
صفات المجموعة كمَوجود واحِد لوَجدناھا تتمتَّع بالصفات النوعیة المتشابھة التي یشَترك فیھا
د عضویتھم في ھذه المجموعة. ثم تابعَ رسل تفكیره في تلك المجموعة أعضاء المجموعة والتي تحُدِّ
الھائلة التي تضمّ كل "المجموعات التي لیست عضوًا من أعضاء ذاتھا"، ولنطلق على ھذه
المجموعة الھائلة اسم "مجموعة اللامنتمین". تضمُّ مجموعةُ اللامنتمین كل المجموعات المألوفة
(مثل مجموعة الملاعق والأحذیة والسیارات...)، ثم كتبَ قائلاً: "وسألتُ نفسي هل تعُتبر

مجموعة اللامنتمين عضواً مِنْ أعضاء ذاتها أم لا؟".



اكتشف رَسل ھذا التناقض أثناء محاولتھ الإجابة على ھذا السؤال. فكّر رَسل بأننا إذا
افترَضنا أنّ مجموعة اللامنتمین تحَمل صِفة عدم كَونھا عضوًا مِنْ أعضاء مجموعتھا، فھي تنَتمي
بذلك إلى عضویة مجموعة اللامنتمین، ولكنّ التعریف الأساسي لأعضاء مجموعة اللامنتمین ھو ألا
یكون أي منھم عضوًا مِنْ أعضاء مجموعتھ، وھذا یحَرِم مجموعةَ اللامنتمین ككلّ مِنْ حقّ الانتماء
إلى مجموعة اللامنتمین...! (وذلك حَسب التعریف كما نذَكر، لأنّ مجموعة اللامنتمین تضمُّ فقط تلك
المجموعات التي لیست عضوًا مِنْ أعضاء مجموعتھا ذاتھا). وعلى العكس من ذلك، إذا افترَضنا
أنّ مجموعة اللامنتمین لیست عضوًا مِنْ أعضاء مجموعة اللامنتمین، فھذا یعني أنّ مجموعة
اللامنتمین لا تنَتمي إلى ذاتھا، وھي لیست عضوًا مِنْ أعضاء مجموعتھا ذاتھا، ولكنّ التعریف
الأساسي لأعضاء مجموعة اللامنتمین ینَطبقُ على المجموعة ككلّ، ویؤُھلھا بالتالي لكي تنَتمي
وتكونَ عضوًا مِنْ أعضاء مجموعة اللامنتمین! وكتبَ رَسل: "وهكذا يقود كل� فرَض إلى
نقيضه المنطقي! وقد قطعَتْ هذه المناقشة شَهر العسل الذي كنتُ أتمتع به

مع المنطق".

أظھَر تناقض رَسل أنّ اتبّاع المنطق یمكن أنْ یقودنا إلى نتائج متناقضة. ویقودنُا ذلك
ر ویصُلحَ لكي نزُیل ھذا التناقض، أو أنھ یجب أنْ مباشرة إلى أنّ منطق أرسطو یجب أنْ یطَُوَّ
یسُتبدلَ بطرائق أخرى جدیدة للوصول إلى البرھان والیقین في الریاضیات. اختلفَ علماءُ
الریاضیات في العقود الثلاثة الأولى مِنْ القرَن العشرین حول طریقة إصلاح الخَلل وتجَاوزه، ولمْ
یعَلموا أنّ اكتشافاً آخَر غیر متوقَّع سیجَعل كل آرائھم المختلفة في ھذا المجال أمورًا ھامشیة غیر
مھمة. بین كل المدارس الفكریة التي ظھرتْ في تلك الفترة، ركّزتْ اثنتان منھما بِوَجھٍ خاصّ على
إصلاح منطق أرسطو وھما: مدرسة المنطقیین Logicist School ومدرسة الشَّكلیین

Formalist School، وقد شغلتْ برامجھما علماء الریاضیات كثیرًا في تلك الفترة.

اتَّجَھ أصحابُ مدرسة المنطقیین، وعلى رأسھم برتراند رَسل نفسھ، إلى حلّ تناقض رَسل
بتغییر قواعد الانتماء إلى عضویة المجموعات. أرادوا بشكل خاص ومحدَّد أنْ یلغوا إمكانیة انتماء
مجموعة ما كعضو في نفسھا، ولكي یتمكَّنوا مِنْ ذلك، اقترَحوا إضافةَ مبدأ جدید إلى مبادئ منطق
أرسطو ھو مبدأ الحَلقة المفرَغة Vicious Circle Principle الذي ینصُّ على أنّ ما یشمل كل
المجموعة یجب ألا یكون عضوًا مِنْ ھذه المجموعة. بتطبیق ھذا المبدأ، یصبح التساؤل فیما إذا
كانت مجموعة اللامنتمین التي افترَضھا رَسل عضوًا في ذات مجموعتھا أم لا ھو تساؤلٌ یحَُلُّ

بصیغة الأمر: كُنْ... فیكون...! وھكذا یمُكن تجنبّ الحَلقة المفرَغة في تناقض رَسل.

مقابل مدرسة المنطقیین، اعتقدتْ مدرسة الشكلیِّین أنّ مَوطِن الضعف الذي أظھَره تناقض
رَسل لیس ضعفاً في المنطق نفسھ، بل في دلالات الألفاظ اللغویة التي استخُدمتْ في التعبیر عن
المنطق. وعلى وَجھ التحدید، فقد أرجَعوا كثیرًا مِنَ التناقضات المنطقیة، بما فیھا تناقض رَسل إلى
غموض معنى كلمة: "كلّ". فمَثلاً عندما نقول: "لِكلِّ قاعدة شَواذ" فإنّ ھذا إما أنْ یكون ھَذرًا، أو
تنَاقضًا، بحسب ما نفھَمھ مِنْ كلمة "كل"، وفیما إذا كانت تشمل ھذه القاعدة أیضًا أم لا تشملھا.



یرجع عدم الوضوح في مثل ھذا التعبیر إلى دلالات الألفاظ اللغویة ولیس إلى المنطق. ویمكن
توضیح ھذه التعابیر بتخَلیص المنطق مِن تلَوّنِھ بالدلالات المختلفة للألفاظ والكلمات. ولذا، فھم
یعُیدون صیاغةَ الحِوار المنطقي في الریاضیات برموزٍ محدَّدة دقیقة لیس لھا دلالات لفظیة أو

معنویة، ویتجنَّبون استِخدام الألفاظ والكلمات.

ظھرتْ ھذه الطرائق التي اقترحَتھْا ھاتین المدرستیَن وكأنھا ستقود علماء الریاضیات مرّة
أخرى إلى كنز الیقین، وتابعَ كل فریق بحَثھ، وشَحذ آمالھ للوصول إلى ذلك الیقین. ولكن في سنة
ر علماء الریاضیات في أماكِنھم جامِدین عندما أعلنََ عالِم المنطق النمساوي كورت 1931 تسَمَّ
غودلKurt Godel 13 أنھ لا یمكن الوصول إلى الیقین الكامل في الریاضیات وفق أي مَنھج یستند
إلى المنطق التقلیدي، وإنھ لمن السخریة أنّ غودل قد استخدمَ المنطق بطریقة ذكیة لكي یثبت ضعف

المنطق...!

یرتكَز اكتشافُ غودل على أنّ أي إثبات یعَتمِد على المبادئ المتَّبعة في الاستنتاج المنطقي
لن یكون كافیاً لكي یبُرھِن على صحة أو خطأ كلّ النظریات الریاضیة الممكِنة، تمامًا مثلما لمْ یكن
منطق أرسطو كافیاً للإجابة على السؤال في تناقضُ رَسل. باختصار، بیََّن غودل أنھ ستظھَر في
الریاضیات دائمًا بعض الأسئلة التي لن نستطیع الإجابة علیھا بالیقین والبرھان المنطقي التقلیدي،
كما وجَد غودل أنّ كل إصلاحٍ یمكن تخیلّھ أو الوصول إلیھ في تطبیق المقیاس الناقِص، سیكون
ناقصًا أیضًا بالطریقة نفسھا. وھذا یعني أنّ اقتراحات المنطقیین والشَّكلیین ستبَوء بالفشل في النھایة.

أدَّتْ نتائج غودل إلى استنباطِ نماذج منطقیة تختلف عن منطق أرسطو. حَسبَ ھذه النماذج،
أصبح بإمكاننا اعتبار أن كل مقولةَ إما أن تكون صحیحةً، أو مغلوطة، أو شیئاً آخَر غیرھما. وأبسَط
ھذه النماذج ھو نظام المنطق الثلاثي الذي ینُظَر فیھ إلى تعبیرٍ ما على أنھ صحیح أو خاطئ أو
محتمََل، ویرتكَز ھذا المنطق على رَفض قانون أرسطو في رَفض الحلّ الوسَط (الذي ینصّ على أنّ
التعبیر یكون إما صحیحًا أو مغلوطًا ولا یوجَد احتمال ثالث)، وھذا یسَمح لنظریةٍ ما بأنْ تكون إما

صحیحة أو مغلوطة أو مُحتمَلة (أي غیر مؤكَّدة)، وینسَجم بذلك مع اكتشاف غودل.

ل مواضیع مھمة لھذا السبب، ولأنّ النماذج المنطقیة التي تختلف عن منطق أرسطو تشكِّ
ومثیرة في الریاضیات، فإنّ بعض علماء الریاضیات كانوا ولا یزالون حتى الیوم یقَضون كثیرًا من
أوقاتھم في دراسَتھا وتطویرھا. وتنَْصَبُّ جھود علماء آخرین على إیجاد توافق بین الریاضیات
وعدم الیقین الذي جاء بھ غودل. یمثِّل ھذا اختلافاً بیَِّناً عن المحاولات السابقة التي كانت تحاول

استعادةَ الثقة بالیقین الریاضي وإنقاذه مِنْ تناقض رَسل.

بعد نشَرِ نتائج غودل الجریئة، استسلم أغلب علماء الریاضیات إلى القناعة بأنّ الریاضیات
لمْ تعَدُ حصن الیقین الذي لا ینتابھ الشك. كان أحَد ھؤلاء عالِم الریاضیات الفیلسوف الھنغاري
إیمري لاكاتوسImre Lakatos 14 الذي وَضَع فلسفةً ریاضیة استوعَبتْ عدم الیقین الذي جاء بھ
غودل. وصَف لاكاتوس الریاضیات (كما وَصَف العِلْمَ أستاذه كارل بوبرKarl Popper 15) بأنھا
ضَة للمراجَعة بشكل جَذري أحیاناً وفق ما یجَدُّ مِنْ اكتشافات. كتبَ في حالة متغیرة دائمًا، وأنھا مُعرَّ



لاكاتوس: "لا تنمو الرياضيات بشكل إضافاتٍ مستمرة متزايدة في عدد
�حس�ن المتواصِل في الحَدس النظريات المثبْتَة، ولكنها تنمو وتتغير بالت

والتنبؤات والانتقادات الذكية".

في سنة 1981، شرحَ المؤرخ موریس كلاین Morris Kline ھذه الفكرة في كتابھ
"الریاضیات: فقدان الیقین The Loss of Certainty" حیث شَبَّھ عالِمَ الریاضیات بالمكتشِف أو
بالمھاجِر "الذي يرتبّ قطعة مِنَ الأرض لمَسكنَهِ، ولكنه يدرك وجود الحيوانات
المفترسة في الغابة مِنْ حوله. ولكي يزيد شعوره بالأمن والاطمئنان، فإنه
يرتبّ وينظ�ف أجزاء أكبر وأكبر مِنَ الأرض حول المَسكنَ، ولكنه لن يشَعر أبداً

بالأمن الكامل والاطمئنان المطلق، فالوحوش قابعِة حوله دائمًا، وذات يوم
ستفاجئه وتفترسه". وأضاف كلاین إنّ عالِم الریاضیات یسَتخدم المنطق لكي یرتِّب ویشذِّب
المناطق التي یكتنفھا الغموض وعدم الوضوح في الریاضیات، ولكنھ یجب أنْ یتوقَّع دائمًا ظھور أو
اكتشاف بعض النواقص والمغالطات المنطقیة، وإنّ ھذه النواقص أو المغالطات ھي كالوحوش التي

م آمالھ في الوصول إلى البرھان الكامل الذي لا یشَوبھ الشك. ستحُطِّ

لا تنَسَجم نفسیةُ عالِم الریاضیات بسھولة مع الاستسلام التام لعدم الیقین الذي جاء بھ
غودل، وربما یرَجِع ذلك إلى أنّ علماء الریاضیات لا یستطیعون الانسجام مع عدم الیقین،
ویستمرون في أعمالھم الیومیة وكأن أحداث ھذا القرَن لم تكن! أو ربما كان السبب كما قال كلاین:
"إنهم من الصعب أنْ يصدقّوا حدوث شيء هام يؤثرّ على نشاطاتهم وأعمالهم
ف كل عالِم مِنْ علماء الریاضیات وكأن عدم الیقین الذي طرحَھ غودل في الرياضيات"، ویتصرَّ
إنما یؤثِّر على الآخرین ولا یؤثِّر علیھ ھو! ومھما كان السبب، فإنّ علماء الریاضیات ھذه الأیام
"يكتبون وينشرون أبحاثهم وكأنّ عدم اليقين غير موجود" كما ذكَر كلاین. ومِنَ
الناحیة العملیة ما زال علماء الریاضیات یؤمنون بالریاضیات، مثلما كانت قبل غودل، على أنھا كما
قال الألماني دافید ھیلبرتDavid Hilbert 16: "كل مسألة رياضية محد�دة يجب أنْ
تكون قابلة للحلّ بشكل محد�د إما بالإجابة على السؤال المطروح أو بالبرهان

الواضح على أنها غير قابلة للحلّ".

ھذا التمسّك الشدید والإیمان العمیق بفكرةٍ ثبتَ بطُلانھا ھو الذي یوضح الجانب الإنساني
من الریاضیات، وھو لا یتَّفِقُ مع الصورة التي یحملھا عامّة الناس عن علماء الریاضیات، ولكنھ
ف علماءُ الریاضیات المعاصِرون وكأن الیقین یتَّفِقُ تمامًا مع الطبیعة الإنسانیة. عندما یتصرَّ
موجود، أو یمكن التوصل إلیھ دائمًا في الریاضیات، فإنھم لا یختلفون في ذلك عن كثیر مِنَ
المخترعین الذین یؤمنون بإمكانیة تصمیم آلةَ الحركة الدائمة على الرغم من أن كل الدلائل
والبراھین تنفي إمكانیة ذلك، وبالتالي فإن إیمانھم ھذا یجعلھم منسَجمین مع طبیعة التطور الإنساني
الذي یدَفع كل جیل جدید إلى تحقیق ما كانت تعتبره الأجیال السابقة مستحیلاً. كتبَ ھیلبرت سنة

أ



1900: "الإيمان دافعٌ قوي إذ إننا نصغي إلى الصوت الذي يهتف في أعماقنا
دائمًا: ها هي مسألةٌ جديدة فابحَث عن الحلّ، وسيمكنكَ أنْ تجده بالمنطق

السليم، لأنه لا يوجَد في الرياضيات (لن نعلم)".

كتبَ برتراند رَسل سنة 1959 بحزن وأسى: "كنتُ أتوقُ إلى الإيمان الديني،
وتصورتُ أنّ اليقين يمكن أنْ يوجَد في الرياضيات أكثر مِنْ أي مجال آخر...

ولكن بعد حوالي عشرين سنة مِنَ الكدح الشاق، اقتنعتُ بأنني لا أستطيع أنْ
أفعلَ أكثر مما فعَلتُ في محاولاتي لجعل المعرفة في الرياضيات معرفةً

يقينية لا يرَقىَ إليها الشك".

لا شك بأن ھناك كثیر مِنْ علماء الریاضیات مثل رَسل، وسیأتي بعدھم آخرون ممّن
سیقضون عشرات السنین مِنْ حیاتھم في البحث عن كنز الیقین. وطالما أنّ الأمر سیكون كذلك،
فلربما استطاع أحدھم أنْ یكتشفھ، وأنْ یسُلِّمَ إلى الأجیال القادمة ما لمْ یستطع السابقون مِنْ علماء

الریاضیات الوصول إلیھ: البرھان الیقیني الذي لا یرَقىَ إلیھ الشك.



تحدید نقطة التَّلاشي:

النھایة والحساب

"الإرادة لانھائیة... والقدرة محدودة

الأمل بلا حدود... والعمل عبدٌ للحدود والقیود".

Shakespeare شكسبير

"Troilus and Cressida من كتاب "تروليوس وكريسيدا

نحن مخلوقات طَموحة تدفعنا قوة داخلیة خفیة في طبیعتنا تجعلنا نطمَح دائمًا إلى التفوق
على أنفسنا. ربما كان ذلك تعبیرًا عن الاتجاه العام الذي وصَفھ داروین عندما كتبَ: "بينما يعمل
الاصطفاء الطبيعي لصالح بقاء كل مخلوق، فإنّ كل الصفات الجسدية

والعقلية تتجه نحو الكمال". وربما كانت تلك القوة الخفیة موھبة فریدة یتمیز بھا العقل
�صور والاختراع �خيل والت البشري "الذي لا يمكن أنْ يكون قدَرَُهُ سوى ممارسة الت
والكمَال" كما اقترح الفیلسوف الفرنسي روبینیھ J.B. Robinet. وعلى كل الأحوال، یبدو أنّ ما
نصَْبو إلیھ وما نتَّجھ نحوه مِنَ الكمال ھو ھدفٌ لا یمكن الوصول إلیھ، أو على الأقل إنھ لمن غیر
المحتمل أننا سنصل إلى الكمال ذات یوم، أو أننا سندرك ذلك ونعرفھ، وبالتالي نكفُّ عن العمل
والطموح. یبدو أنّ الكمال في نفوسنا أمرٌ یشبھ نقطة التَّلاشي في لوحَة رَسم... نقطةٌ وھمیة في
اللانھایة تتَّجھ إلیھا كل الخطوط الرئیسیة. بل إنّ الكمال الذي نصَْبو إلیھ یشبھ بشكل أدقّ ما یسمیھ
علماء الریاضیات بالحَدّ المُقارَب Asymptotic limit، وھو النھایة أو الھدفَ الذي یمكن تحدیده
ویمكن الاقتراب منھ بشكل مستمر دون أنْ نتمكَّن مِن الوصول إلیھ أبداً. یعُتبر مفھوم "الحَدّ
ا في الریاضیات، وھو مبدأ ما زلتُ أعتبره فكرةً باھرةً أستصَعبُ المُقارَب"، أو "التَّناھي"، مبدأً مھم�
تصوّرھا وإدراكھا على الرغم من مرور السنین على عملي في ھذا المجال، ومعایشتي لھذه الفكرة
مرات ومرات، والحقیقة أن عليّ أن ألا أستغَرب وأندھَش للصعوبة التي واجَھتني، لأنّ مبدأ الحَدّ

المُقارَب یرتبط ارتباطًا وثیقاً بلغزٍ صعب عنید آخَر ھو مفھوم "اللانھایة".

لعل ھذا الأمر یبدو واضحًا بشكل خاص في الھندسة، حیث یمكننا أن نعُبَرّ عن مَبدإ الحَدّ
المُقارَب بأنھ خطّ محیطي طویل لانھائيّ یسمى الخَطّ المُقارَب، وحسب التعریف فإنّ كل خطٍّ آخَر

ّ



یمكنھ أنْ یقترب مِن الخطّ المُقارَب أكثر فأكثر، ولكن لا یمكنھ الالتقاء بھ، أو التقاطع معھ أبداً،
وكأنھ طائرة تقترب تدریجی�ا مِن مَدرج مَطار دون أنْ تمسَّھ وتھبط علیھ فعلاً. ولطالما تمنَّیتُ لو
حدثَ ذلك، وأنّ خط�ا سیقطع تلك المسافة الصغیرة الأخیرة بینھ وبین الخطّ المُقارَب، ولكن ذلك لن
یحَدث، فكلما اقتربَ خطٌّ مِن الخطِّ المُقارَب، فإنّ المسافة بینھما تنقسم إلى النصف دائمًا، ولكن لا
یمكن لأي خطٍّ أنْ یصِل إلى نقطةٍ یختفي عندھا النصف المتبَقي كلی�ا لأنھ سیظھر بعده مسافة تنقسم

ھي الأخرى ویبقى نصفھا الثاني... وذلك حتى اللانھایة...!

�لاشي في الر�سم]. [المترجم: شكل توضيحي يبين تطبيق مبدأ نقطة الت

�لاشي في الر�سم [المترجم: شكل توضيحي يبين تطبيق مبدأ نقطة الت
الهندسي].

ھذا بالضبط ھو ما أجِده صَعبَ التَّصور في الحدود والخطوط المُقارَبة. عندما ینُاقِش
علماء الریاضیات ھذا الموضوع، فإنھم یخُبروننا عما تتََّصِف بھ بعض الأشیاء في اللانھایة، وأنا
أعترَفُ أنّ ھذا لیس عمَلاً خارقاً، لأنّ الحدود المُقارَبة لبعض الأشیاء یمكن معرفتھا بسھولة. تخَیَّل
مثلاً شَكلاً كثیرَ الأضلاع والزوایا داخل دائرة، ثم تخَیَّل أننا أخَذنا نزید عددَ أضلاعِھ بشكلٍ مطَّرد
ومنتظَم. على الرغم من أنّ ھذه ھي عملیة لا تنتھي، ولكن سیكون من الواضح بعد قلیل أنّ ھذا

َّ ّ َّ َّ



الشَّكل المُضلَّع سیتنَاھى في شَكلِھ إلى الدائرة، التي تمثِّل حَدهّ المُقارَب، أو النھایة التي یتَّجھ إلیھا.
وبالمِثل، یتَّضِح أنّ الحَدّ المُقارَب أو النھایة لِمتتالیة الأعداد: 0.9، 0.99، 0.999، 0.9999 ھو
ببساطة العدد واحد. لنَ تصَل ھذه المتتالیة بالفعل إلى العدد واحِد أبداً، ولكنھا ستستمر دائمًا

بالاقتراب أكثرَ فأكثرَ فأكثرَ مِنَ العدد واحد.

ر أو وَصف الأمور في اللانھایة، ولكن حتى في مثل تلك یصعب في أغلب الأحیان تصوُّ
النماذج، اكتشفَ علماءُ الریاضیات طرائق لمعرفة الحَدّ المُقارَب، أو نھایة ھذا التقارب اللانھائي.
ترَتكِز أغلب ھذه الطرائق على جَمعِ سَلاسل لامتناھیة مِنَ الأعداد... وھذا أمرٌ یبدو مستحیلاً للوھلة
الأولى، ولكنّ علماء الریاضیات تمكَّنوا مِنْ استخدامِھ ببراعَة في الثلاثمئة سنة التي مضتْ.
باستِخدام ھذه الأسالیب البارعة، استطاعوا أنْ یكتشفوا مثلاً أنّ حاصِل جَمع: 1 + 2/1 + 4/1 +
8/1 + 16/1 + 32/1... إلى ما لانھایة سیصل إلى العدد 2... وأنُبِّھُ ھنا إلى أن الحَدّ المُقارَب لن

قة والتَّحدید...! یكون 2 تقریباً، وإنما 2 على وَجھ الدِّ

تفید ھذه المھارات كثیرًا في معرفة الحدود المُقارَبة، لأنھا بالتعریف نتیجة التتالي المستمر
رْ مُضلَّعاً ثلاثي الأضلاع (مثلث) مَرسومًا داخل دائرة قطرھا بوصَة إلى اللانھایة. فمثلاً تصَوَّ
رْ دائرة مَرسومة داخل ھذا المثلث، ثم مُربَّعاً داخل ھذه الدائرة، ثم دائرة أخرى واحدة، ثم تصَوَّ
داخل المُربَّع... وھكذا تصَور الاستمرار في ھذه العملیة إلى ما لانھایة وأنتَ ترسم دائمًا داخل كل
دائرة مُضلَّعاً آخَر یزید عدد أضلاعھ ضلعاً واحداً عن المُضلَّع الذي سبقَھ وھكذا... لا شك بأنّ
سم وفقَ ھذه الطریقة، ویمكنكَ التنبؤ أنّ نھایة الأشكال المرسومة ستصَغر شیئاً فشیئاً كلما تابعَنا الرَّ
ھذه العملیة الطویلة ستكون نقطة تقعَ في مَركز كلِّ الدوائر والمُضلَّعات، ولكن ھذا لیس صحیحًا...!
تذكّر أنّ المُضلَّع الذي تتزاید أضلاعھ باستمرار، سیتنَاھى إلى شكلِ دائرة، وھذا یعني أنّ العملیة
ستسَتقرّ وتنتھي إلى رَسم دائرة فوق دائرة، وھذا یعني على وَجھِ التحدید أنك ستصِل إلى مرحلة
تزول عندھا الفروق بین الدوائر والمُضلَّعات، وستكون نھایة ھذه العملیة أنّ الأشكال المتداخِلة
ستتنَاھى إلى دائرة صغیرة في مركز الدائرة الأولى. یستطیع علماء الریاضیات بأسالیبھم الماھرة
في التعامل مع المتتالیات اللانھائیة أنْ یحسبوا قِطر ھذه الدائرة الحَدیّة، وأنھ سیكون تقریباً 12/1

مِنَ البوصة.

بطرائق مشابھة، یمكننا التنبؤ بدقة ما ھي حالة الكمال التي یزداد اقتراب البشر منھا
باستمرار في كثیر من جوانب حیاتھم دون أن یتمكَّنوا من الوصول إلیھا بشكل نھائي، ولنأخذ مثالاً
بسیطًا على ذلك وھو: كم یبلغ الزمن القیاسي في سباق جَري المِیل الواحد؟؟ ھذا الزمن الكَمالي

یتقارب إلیھ الإنسان باستمرار دون أنْ یصل إلیھ أبداً.

لعل أھم وأخطر ما أنتجَتھ مَھارة علماء الریاضیات في تعاملھم مع الحدود المُقارَبة ھي
النظریات المدھِشة في حساب التفاضل والتكاملDifferential Calculus 17 الذي اخترَعَھ
إسحاق نیوتنIsaac Newton 18 وغوتفرید لایبنیتزGottfried Leibnitz 19 في القرَن السابع
عشر. تفید ھذه النظریة في وَصف التغیرات المستمرة مِنْ أي نوع كان بدقةّ تامة وتفصیل كامل.
قة والتفصیل أنھ عن طریق حساب التفاضل والتكامل یمكن تحدید كل لحظة مِنْ لحظات ونعني بالدِّ



التغیر في عملیة متغیرة باستمرار. وقد استخدمَ علماءُ الفضاء حسابَ التفاضل والتكامل في تحدید
مواقع الأقمار الصناعیة لحظَة بلحظَة، واستخدمَھ علماء الاقتصاد في مراقبة تغیرات السّوق في كل

فترة.

قبل القرَن السابع عشر، اكتفى علماءُ الریاضیات وعلماء الطبیعة في وصفھم للتغیرات
لة خلال فترة محدَّدة مِنَ الزمن، وعادة ما تكون ھذه بحساب المعدَّلات والمتوسطات للقیاسات المسجَّ
الحسابات والنتائج بعیدة عن الحقیقة. لِنفَرض مثلاً أنكَ ترید معرفة نمَط ھطول الأمطار على مرِّ
Mt.السنة في أكثر المناطق غزارة بھطول المطر في الولایات المتحدة، وھي منطقة جبل وایالیك
Waialeake في ھاواي. تذَكُر جداول المناخ أنّ المطر یھطل ھناك بمُعدَّل 486.1 بوصة كل سنة،
لكن المُعدَّل السنوي بمفرده لا یخبرك عن أي شيء واضح أو محدَّد عن النمط الحقیقي لھطول
الأمطار وما فیھ مِنْ تقلبات وتغیرات جویة قصیرة أو طویلة المدى على مرِّ السنة، یتَّضح لك الأمر
إذا عرفتَ كمیة ھطول المطر كل یوم، أو بشكل أفضل كل ساعة، أو حتى كل دقیقة، أو كل ثانیة،
وبشكل مثالي كامل ستسَتطیع الإحاطة بكل ما تحتاج إلیھ من معلومات عن نمَط ھطول الأمطار في
تلك المنطقة إذا عرفتَ كمیة ھطول المطر مِنْ لحظة إلى أخرى... یمدُّكَ حسابُ التفاضل والتكامل

بالوسائل اللازمة لمعرفة ذلك.

استندَ اكتشافُ حساب التفاضل والتكامل على الانتباه إلى أنّ المُعدَّل اللحظي ھو الحَدّ
المُقارَب التي تتَّجھ إلیھا المُعدلاّت التي تتَناقصَ فیھا الفترات الزمنیة بشكل مطَّرد ومنتظم. عَرِف
علماء الریاضیات ھذا المبدأ قبل أنْ یتمكَّنوا من حساب النھایات بوقت طویل. فمثلاً كان باستطاعتھم
حساب أجر العامل في الساعة بتقسیم راتبھ الأسبوعي على عدد ساعات عملھ في الأسبوع، ویمكنھم
الاستمرار على ھذا المنوال إلى ما لانھایة وھم یحَسبون سلسلة مِنَ المُعدلاّت التي تتوالى في تناقص
مطَّرد للفترة الزمنیة، ولكنھم لمْ یعرفوا كیفیة حساب الحَدِّ المُقارَب أو النھایة التي یتَّجھ إلیھا ھذا
التتالي المطَّرد. یمكننا أنْ نعَرف بالبداھة أنّ الحَدَّ المُقارَب أو النھایة التي یتَّجھ إلیھا ھذا التتالي
المطَّرد، وھذه المتتالیات من المُعدلاّت، ھو بكلِّ بسَاطة الراتب الأسبوعي مَقسومًا على عدد الفترات
الزمنیة اللامتناھیة في الصغر والتي یعملھا العامل في الأسبوع، ولكنَّ عددَ ھذه الفترات الزمنیة ھو
لانھائي، وحاصِل تقسیم أي عددٍ على لانھایة ھو الصفر، وھذه نتیجة لا معنى لھا، لأنھا تعني أنّ
عاملاً یحَصل على 200 دولار مثلاً في الأسبوع، یجمع ذلك بتحصیل "لا شيء" في كل لحظة مِنْ
لحظات عملھ...! قبل اكتشاف حساب التفاضل والتكامل، وقبل فھَم المتوالیات والسلاسل اللانھائیة،
لم یكن أمام علماء الریاضیات أیة قدرة على حلِّ ھذا التناقض، ولم تكن قدرتھم أفضل من قدرة
الناس العادیین على حساب النھایة التي تتَّجھ إلیھا المضلَّعات والدوائر المتداخِلة إلى ما لانھایة،
لوا إلى حساب التفاضل والتكامل، صارتْ لدیھم الوسائل التي تمكنھم مِنْ تحدید ولكن عندما توصَّ
نھم مِنْ وصف الحدّ المُقارَب أو النھایة التي تتَّجھ إلیھا مُعدََّلات التغیر في كل لحظة، وبالتالي تمكِّ

نمط التغیر بدقةّ كاملة.

قة التامة ببطاقةٍ بریدیة استلمتھُا ذات رني قدرة علماء الریاضیات في التوصل إلى الدِّ تذُكَِّ
رتْ تلك البطاقة سكّةً حدیدیة طویلة حولھا رجالٌ صِغار یتفحَّصونھا وینظرون بمكبِّراتھم یوم. صَوَّ



إلى نقطة بعیدة في الأفق، حیث یبدو طرَفا السّكة الحدیدیة متقاربان ومتلاقیان. كُتِب تحت الصورة:
"تعیین نقطة التَّلاشي". یبدو أنّ علماء الریاضیات یستطیعون تعیین نقطة التَّلاشي فِعلاً بفضَل
مھاراتھم وقدرتھم على حساب النھایات. إذا لمَْ تكن لدینا ھذه القدرة وھذه المھارة، فستظَّل ھذه
الغایات بعیدة عن متناولنا، مثل الجبال البعیدة التي تبدو وكأنھا رابِضة دائمًا في الأفق البعید مھما

اقترَبنا منھا.

ھل یمكننا أنْ نتصور الآن ما الذي یمكن أنْ یحدثُ لو استطعنا تحدید النھایات التي تتَّجھ
إلیھا جھودنا الاجتماعیة والفردیة بدقَّة كاملة، مثلما نستطیع الآن حساب المعدَّلات اللحظیة وكل
الحدود المقاربة والنھایات في الریاضیات؟ لا یمكننا تصوّر ذلك... لأن أكبرَ المصاعب التي تواجِھ
تطوّرَنا وتقدمَّنا في مثل ھذه الجھود غیر الریاضیة ھي أنّ الجھود الفردیة والاجتماعیة لا تتَبع
تسلسلاً أو نمَطًا منطقی�ا محدداً كما ھو الحال في النماذج الریاضیة، وحتى لو سلَّمنا بأن لدىَ كلٍّ مِنَّا
فكرة واضحة عن معنى التقدم والكمال، فمِن غیر المحتمل أنْ تنَدمِج أفكارنا وتتَّحد باتجاه نھایة
واحدة ونحو ھدف واحد، ولذلك فلا یمكن تشبیھ اتجاھاتنا العفویة الطبیعیة بالخطوط المستقیمة
جة، وكثیر منھا غیر محدَّد المتَّجھة نحو نقطة متلاشیة واحدة، بل ھي في الواقع خطوطٌ متعرِّ
الاتجاه، وغیر واضِح الھدف، ویبدو أنّ نقطة التَّلاشي لنشاطاتنا الاجتماعیة لیست نقطة محدَّدة،

وإنما ھي بقعة كبیرة واسعة.

[المترجم: تبدو خطوط القطار المتوازية وكأنها تلتقي في الأفق عند نقطة
�لاشي]. الت

ھناك نماذج خارج مجال الریاضیات تبدو فیھا النھایات واضحة ومحدَّدة مثل وضوح
السلاسل العددیة، وذلك مِثل تتالي الأعداد في السلسلة 0.9، 0.99، 0.999. وتلك ھي النماذج التي
ن نمَطًا مُقدََّرًا یتَّجِھ فیھ كلُّ الأفراد نحو ھدف واحد، ویسیر تطورھم الجماعي بشكل منتظم تتضمَّ
ثابت كانتظام سلسلة متوالیة مِنَ الأعداد. ینَطبِقُ ھذا على أغلب المنافسات في المباریات الریاضیة،
فمثلاً في سباق جَري المِیل، یمكن توقُّع وجود زمن محدَّد یقطَع فیھ الإنسان مسافة المِیل الواحد

بأقصى سرعة ممِكنة.



منذ سنوات عدیدة، ظنَّ أغلبنُا أنّ الحَدَّ المُقارَب، أو النھایة المتوقعة لسباق جَري المِیل ھي
أربع دقائق، وكان المعتقدَ السائد ھو أنّ أحداً لن یستطیع جَري ھذه المسافة في أربع دقائق. كان ذلك
قبل سنة 1954 عندما استطاعَ العداّءُ الإنكلیزي روجر بانیستر Roger Bannister تسجیل أول
رقم عالمي لِجَري مسافة المِیل في أقلّ مِن أربع دقائق، وكان رقمھ القیاسي ھو ثلاث دقائق و4,59
ثانیة. ظنَّ الناسُ بعد ذلك أنّ أحداً لن یستطیع جَري مسافة المِیل في أقلّ مِن ثلاث دقائق وخمس
وخمسین ثانیة، ولكن في سنة 1958 استطاع الأسترالي ھیرب إلیوت Herb Elliot أنْ یقطَع
مسافة المِیل في ثلاث دقائق و4,54 ثانیة. وعندما رَتَّبْتُ الأرقام القیاسیة العالمیة لِجَري المِیل الواحد
منذ 1865 وجَدتُ أنّ مُعدلَّ التحسن ھذه الأیام یساوي تقریباً ما كان علیھ خلال الأربعین سنة التي
مَضتْ، ولا یبدو أنّ الأرقام القیاسیة لجَري المیل قد استقرتْ وتقاربتْ باتجاه نھایة مُحدَّدة واضحة.
سَجّل الإنكلیزي سیباستیان كو Sebastian Coe سنة 1981 رقمًا قیاسی�ا جدیداً في جَري المِیل
بزمن قدره ثلاث دقائق و33,47 ثانیة... وھو زمنٌ أقلّ بكثیر مِنْ حاجز الدقائق الأربع. إذا لم نكن
مستعدین لقبول أنّ أحداً سیسُجل ذات یوم في جَري المِیل رقمًا قیاسی�ا مطلقاً لا یمكن تحطیمھ، فعلینا
افتراض أنّ الحَدَّ النھائي لِتحَسُّننا وتطوّرنا في جَري المِیل ھو حَدٌّ مُقارَبٌ تتنَاھى إلیھ الأرقام
القیاسیة وتقتربُ منھ باستمرار دون أنْ تصَِل إلیھ فِعلاً. وھذا یطَرحُ علینا السؤال عن طبیعة القوة أو
المقاومة التي تمنعنا مِنَ الوصول إلى الحَدّ النھائي المطلق، ولكنھا تسَمح لنا بالاقتراب منھ أكثر
فأكثر. ونفترَض أنَّ منشأ ھذه المقاومة یتعلق بطریقة ما بالطاقة الحقیقیة وبحدود القوة التي یملكھا

الجسم البشري.

لكي تتَّضح لنا ھذه الفكرة، لنتخیَّل أنّ الحَدَّ المُقارَب النھائي المطلوب لیس إلا حاجز سرعة
الضوء (یقطَع المتسابق الذي یجَري بسرعةِ الضوء مسافة المیل الواحد في 5,37 جزء مِنْ ملیون
مِنَ الثانیة). في ھذه الحالة فإنّ آلیة المقاومة تفسرھا النظریة الخاصة في النسبیة التي وضعھا
أینشتاینEinstein 20. حَسب ھذه النظریة عندما تصل سرعة أي جسم مادي إلى 10/9 مِنْ سرعة

الضوء فإنھ سَیحتاج إلى طاقة ھائلة لكي یزید سرعتھ جزءًا صغیرًا آخر.

والتفسیر الفیزیائي لذلك ھو أنھ عندما تقَترب سرعة جسم مادي مِنْ سرعة الضوء تتَحول
أجزاء أكبر وأكبر مِنَ الطاقة اللازمة لتحریكِھ إلى كتلة تزید صعوبة تحریكھ. ولذا، یحتاج ھذا
ل الزیادة في طاقة الحركة إلى زیادة في الجسم إلى طاقة أكبر وأكبر لكي یزید سرعتھ، ویستمر تحوُّ
الكتلة وھكذا... ولا یعلم أحَد لماذا وكیف یحَدث ھذا، ولكننا متأكدین مِنْ حدوثھ (لوحِظ أنّ
الإلكترونات تتحرك في المُسَرّعات النوویة بسرعة تصل إلى 0.999 مِنْ سرعة الضوء، وقد سجلَ
الفیزیائیون ھذه الإلكترونات وھي تزداد كَسَلاً وبلاَدةَ وكأنما زادتَ كتلتھا زیادة ھائلة كما توقَّعتْ
ل ھذا التزاید المُطَّرد في كتلة الأجسام المادیة المتسارعة جد�ا، بالإضافة إلى النقص النظریة). یشكِّ
المُطَّرد في قدرتھا على زیادة تسارعھا، عائقاً فیزیائی�ا مِنَ المستحیل اختراقھ وتجاوزه، ولا یستطیع
أي جسم مادي أنْ یصِل إلى سرعة الضوء، رغم أنھ قد یقترب منھا ببذَل جھد خارق، وصَرف طاقة

ھائلة.



مِنَ الناحیة النظریة عندما یصل الجسم المادي إلى الحدّ المُقارَب النھائي (وھو سرعة
الضوء) تصبح كتلتھ لانھائیة، وتتَحول كلّ طاقةِ اندفاعِھ إلى زیادة في كتلتِھ. ومِنَ الواضح أنھ حتى
في الظروف المناسبة للجَري (كَغیاب مقاومة الھواء مثلاً)، فإنّ الجسم البشري لا یملك في حَدِّ ذاتھ
نھ مِنَ الجَري بسرعة یظھَر فیھا تأثیر ھذه القوانین النسبیة، ولا یملك جسم القدرة والطاقة التي تمكِّ
نھ مِنَ الصمود في ھذه السرعات العالیة. یسَتھلكُ أحدنُا عادة عدة آلاف من الإنسان القوة التي تمكِّ
الحریرات كل یوم، ویحتاج إلى ما یعادل 6000 حریرة لكي ینطلق بسرعة 60 میلاً في الساعة،
ومِنَ المؤكد أنھ إذا كان ھناك حَدٌّ نھائي لسرعة جَرینا في سباق المِیل، أو في أي سباق آخر، فإنّ
ھذا الحَدّ المُقارَب النھائي یقعُ بعیداً جِد�ا عن سرعة الضوء، ولكنھ مُغلَّف بآلیة مقاوَمة تشبھ في
غرابتَھا حَدَّ سرعة الضوء. لعل أضمَن طریقة لمَعرفة ھذا الحَدّ النھائي ھو الانتظار حتى یبدأ تتابع
الأرقام القیاسیة بالاستقرار، وھذا لم یحَدث بعَد. ولكن عندما یحَدث ذلك سنعَرفھ، لأنّ تحطیم الأرقام
القیاسیة الجدیدة سیصُبح أصعبَ فأصعبَ، وسیكون التَّحسُّن في ھذه الأرقام القیاسیة أصغرَ فأصغرَ.
عند ذلك سیصُبح الرقم القیاسي النھائي الذي یتَّجھ إلیھ العداؤون أكثر وضوحًا. وبدون معرفة ھذا
الحَدّ النھائي، سنتصرّف كما نتصرّف الآن وكأنما لیس ھناك أي حاجز أو حَدّ نھائي أمام تحطیم
الرقم القیاسي في جَري المیل. وھذا بالضبط ما یتوقعھ المرء في تصرفاتِ نوعٍ یتَبْعَ تطوره نمطَ
التقدم نحو حَدٍّ مُقارَب، ویتنَاھى نحو ھدفٍ وغایة. لعل أھم صِفة متناقِضة مِنْ صفات الاقتراب مِنْ
حَدِّ النھایة ھو أنّ المستقبل سیكون سلسلةً لانھائیة مِنَ التَّحسن والتقدم، ویبدو أنھ كلما وَصلنا إلى أفق
سَیظھَر أفقٌ آخر، ولن یفُسِد ھذا الوھم إلا المعرفة المؤكَّدةَ بالنھایة والغایة بشكل محدَّد ودقیق، ولكن
ھذا لن یتحقَّق، ولن یكون سبباً لإثارة القلق... ففي ھذه اللحظة مِنْ تاریخنا نحن بعیدون جِد�ا عن
ننا مِنْ تحدید وتعیین نقاط التَّلاشي التوصُّل إلى وسائل وطرائق، مثل حساب التفاضل والتكامل، تمكِّ

التي یتَّجِھ إلیھا تقدمّ الإنسان.



التفكیر اللامعقول:

الاستمرار والأعداد

"ذلك العالمَ المثالي الواسع الذي خلقھ الله لن یكُشف عنھ تمامًا عبر العصور
اللانھائیة".

Pleasure of من كتاب "متعة الخیال Mark Akenside مارك آكنساید
"Immagination

یبدو أنّ العالمَ كلھ یتَّجھ إلى الأرقام. ھناك التسجیل الصوتي بالأرقام، والتصویر بالأرقام،
والكومبیوتر الذي یعمل بالأرقام، والساعات التي تعطي الوقت بالأرقام... وإنني أجِد في ھذا المثال
ا بالنظر إلى التساؤل القدیم عن الزمن، وھل یمرّ الزمن باستمرار؟ أم أنھ یمرّ الأخیر اھتمامًا خاص�
في فترات متقطعة ودقات منفصِلة نسمي كل واحدة منھا واحدة الزمن Chronon؟ توحي لنا
الساعات الرقمیة التي نشاھدھا ھذه الأیام بتقطُّع الزمن، ولكننا لسَنا في الواقع أقرب إلى حلِّ السؤال
الآن مما كان علیھ الإغریقیون عندما كانت موضة عصرھم في قیاس الزمن ھي الساعة المائیة التي
توحي بالمرور المستمر للزمن...! بل إنّ السؤال یبدو أكثر صعوبة في ھذه الأیام مما مضى، فبینما
ا أم لا، كان زملاؤھم مِنْ علماء الریاضیات قد كان علماء الفیزیاء یبحثون فیما إذا كان الزمن مستمر�
غیَّروا تعریف الاستمرار مِنْ تعریف عِلمي معقول إلى تعریف یبدو غیر متَّزن علمی�ا...! والآن
كین بإحساسھم الزمن وحدهَ ھو الكَفیل بإخبارنا فیما إذا كان علماء الریاضیات سیظَلون متمسِّ
الریاضي الأصلي عن استمرار الزمن، أم أنھم سیقَبلون بالتعریف المُعدََّل في دراستھم لمشكلة

الزمن.

لعل أھم الأسباب التي تثیر عدم الارتیاح لدىَ الفیزیائیین فیما یقولھ علماء الریاضیات عن
مسألة الزمن ھو أنّ التعبیر الرقمي عن الاستمرار ھو خطٌّ مِنَ الأعداد. وھو خطٌّ عادي یرتِّبُ علیھ
علماء الریاضیات الأعداد المعروفة في عِلم الحساب. ھذا ھو المقیاس النظري أو المسطرة التي
یستعملھا علماء الریاضیات في قیاس الكمیات المستمرة. وفي ھذا السیاق، یعُبَّر عن الإحساس
بالاستمرار بخطٍ مِنَ الأعداد یمُیِّزُ كلَّ نقطة فیھ عددٌ، بحیث لا یوجَد بین النقاط أیة فجوة أو فراغ

لیست ممیَّزة بعددَ.



أبسَط متتالیة مِنَ الأعداد الصحیحة Whole Numbers ھي 1، 2، 3، 4، 5... عندما
ترُتَّبُ ھذه الأعداد في مسافات متساویة منتظمة فإنھا تتَرك بینھا فجوات واضحة. اكتشَفَ
لسلة الإغریقیون أول سلسلة مستمرة مِنَ الأعداد، قسُمتْ الفجواتُ بین الأعداد الصحیحة في تلك السِّ
ى الإغریقُ إلى أجزاء لامتناھیة بحیث تبدو أنھا لا تتَرك أیة فجوة أو فراغ دون أنْ یمیَّز بعددَ. سَمَّ
ل الأعدادُ الصحیحة ھذه السلسلة: سلسلة الأعداد الكَسْریة العادیة Rational Numbers حیث تشُكِّ
والأجزاء التي تقعَ بینھا مَعاً مجموعةَ الأعداد الكَسریة العادیة، وھي الأعداد التي یمكن التعبیر عنھا

بشكل نِسَب أو كُسور مِنَ الأعداد الصحیحة مثل: 2/3، 7/2، 1/5...

كان فیثاغورسPythagoras 21 أحَد أولئك الإغریق الذین آمَنوا ریاضی�ا، بل ودینی�ا، أنّ
سِلسلة الأعداد الكَسریة العادیة تمثِّل النموذج الكامل للاستمرار، وكان أحَدَ أعضاء جَماعة سرّیة
آمَنت بقدُسیة الاستمرار، وخاصة بالأعداد التي تعبِّر عن ھذه القدُسیة. أضفىَ فیثاغورس وأصحابھ
ل أھمیة كبیرة على ھذا الاكتشاف الإغریقي الذي بیََّن أنّ السّلم الموسیقي ینشأ عن ضَرب أوتار تشُكِّ
أطوالھُا نِسَباً متسلسلة مِنَ الأعداد الصحیحة. كان ھذا بالنسبة إلى الفیثاغورسیین علامَة ودلیلاً على
أنّ كلَّ شيء في الكون، سواء في عالمَ الطبیعة أو فیما وراءھا، یمكن التعبیر عنھ بالأعداد الكَسریة
العادیة (المعقولة22)، وقادتَھْم عبادةُ الأعداد ھذه إلى صُنع تعاویذ عددَیة معقَّدة تعُتبَر أساس عِلم
ل العددَ 1 فیھا رَمزًا للخالق المقدَّس (ربما لأنّ العدد 1 ھو أول عددَ لیس الأعداد الحدیث، ویشكِّ
عدمًَا)، في حین رَمَزَ العددَ 2 إلى الأنوثة، والعددَ 3 إلى الذكورة لسبب ما لا یعَرفھ إلا

الفیثاغورسیین، وبذلك فقد رَمَزَ العددَ 5 (الأنوثة + الذكورة) إلى الزواج...!

تمسَّكَ الإغریقیون بسلسلة الأعداد الكَسریة العادیة كنموذج للاستمرار بسبب عدم وجود
أي دلیل یعُارِض ذلك، واستمر ذلك الاعتقاد غیر المُثبتَْ حتى القرَن السادس قبَل المیلاد عندما
اكتشَفَ الفیثاغورسیون أنفسھم مِنْ بین كل الناس وجود ثغرات في ھذا النموذج، ثغرات تعني

اضطراب دیانتھم ذاتھا...!

جاء ھذا الاكتشاف بشكل غیر متوقَّع بینما كانوا یحاولون حلَّ مسألة عادیة تشبھ سؤالنا: ما
ھو طول السُّور الذي یقسم أرضًا مربَّعة مساحتھا مِیل مربَّع واحِد إلى مثلثیَن متساوییَن؟ یحلُّ
الفیثاغورسیون عادةً مسألة بسیطة كھذه بتطبیق نظریة فیثاغورس التي تنَصُّ على أنھ یمكن حساب
طول أي ضلع مِنْ أضلاع مثلث قائم الزاویة بمَعرفة طول الضلعیَن الآخرَین. طُبِّقتْ ھذه النظریة
في الماضي بنجاح لِحساب طول الأضلاع في كثیر مِنَ المثلثات القائمة الزاویة، ولكن الذي أثار
ذعُر الفیثاغورسیین في ھذه المسألة ھو أنّ نظریتھم لمْ توصِلھم إلى إجابة عددَیة دقیقة، بل أوصَلتھم
حساباتھم إلى أنّ طول السُّور ھو 3/2 مِیل تقریباً، ولیس على وَجھ التحدید والدقة، إذ لم تكن الإجابة

الدقیقة عددَاً معروفاً في مفرداتھم الریاضیة، بل كانت عددَاً لامعقولاً (لامنطقی�ا)...!

[المترجم: وھذا العددَ ھو الجَذر التربیعي للعدد 2، أو طول وترَ المثلث القائم الزاویة الذي
یساوي طول كل من ضلعیھ القائمَین العدد 1] لأنھ لمْ یكن عددَاً یمكن تحدیده بنسبةٍ بین عددیَن
صحیحَین كباقي الأعداد الكَسریة العادیة، ولمْ یكن لمِثل ھذا العدد وجودٌ في تصوّر وخیال



الإغریقیین القدماء. بل اكتشَفَ الفیثاغورسیون أیضًا أنّ ھذا العدد لمْ یكن فریداً، بل كان نموذجًا
لكثیر مِنَ الأعداد اللامعقولة الأخرى التي تمُاثلھ في غموضھ وغرابتھ...!

[المترجم: تنص� نظرية فيثاغورس على أنه في المثلث القائم الزاوية يكون
مربعّ

�عيَ الضلعيَن القائمَين]. طول الوتر مساوياً لمجموع مرب

[المترجم: حسب نظرية فيثاغورس فإنّ طول الوتر في المثلث القائم الزاوية
المرسوم أعلاه

يساوي الرقم 2√، أي الجَذر التربيعي للعدد 2، وهو عدد لامعقول لأنه ليس

�ا معقولاً عدداً كسَري

مثل باقي الأعداد الصحيحة والكسَرية المعقولة التي كانت معروفة للإغريقيين
آنذاك].



دلَّ اكتشافُ الأعداد اللامعقولة غیر العادیة Irrational Numbers (الذي اعتبره
الفیثاغورسیون كفرًا وإلحاداً وحاولوا إخفاءه في بادئ الأمر) على أنّ سلسلة الأعداد الكَسریة العادیة
ر عَصًا طولھا یساوي طول قطر مربَّع ضلعھ مِیل واحد، لا تعُبِّر عن الاستمرار فعلی�ا. فمثلاً لِنتصوَّ
كما ھو الحال في مسألة الفیثاغورسیین، لا یمكننا إنكار أنّ طول ھذه العصا ھو طولٌ حقیقي...!
ولكن عندما یقُاس طولھُا بسلسلة الأعداد الكَسریة العادیة فإنّ نھایتھا ستقعَ مقابل نقطة غیر محدَّدة
بعددٍ أو برقمٍ موجود في ھذه السلسلة! بل إنّ ھنالك كثیرًا مِنَ العصيّ التي تشبھ ھذه العصَا في أنّ
طولھا لا یمكن وَصفھ أو التعبیر عنھ إلا بعددٍ لیس عدداً صحیحًا ولیس جزءًا (كَسرًا) مِنْ عددٍ
صحیح...! باختصار، لقد أثبتَ اكتشافُ الفیثاغورسیین أنّ سلسلة الأعداد الكَسریة العادیة تحتوي

على ثغرات وفجوات توجَد بشكلٍ ما بین أعدادِھا اللامتناھیة في قربھا مِنْ بعضھا بعضًا...!

اضطر علماء الریاضیات في القرون التي تلتَْ ذلك الاكتشاف إلى قبول الأعداد غیر
العادیة اللامعقولة بمثابة شَرٍّ لا بد منھ. اعتبُرتْ ھذه الأعداد ضروریة، لأنھا عندما تدَخل بشكلٍ ما
في سلسلة الأعداد المعقولة الكَسریة العادیة المتقطعة، فإننا نحصَل على سلسلة أعداد مستمرة بِحقّ.
ا لأنھ لمْ یكن واضحًا في ذلك الوقت كیف یمُكِن إدخالھا وفي الوقت نفسھ، اعتبُرت ھذه الأعداد شَر�

في سلسلة الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة.

وُجدتْ نماذج كثیرة للأعداد اللامعقولة غیر العادیة دون أنْ یوجد أي تعریف مقبول لھا في
الریاضیات. لمْ تكن ھنالك أیة علاقة منطقیة واضحة بینھا وبین الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة.
أي لمْ تكن ھناك طریقة معروفة یمكن تطبیقھا للوصول مِنْ عدد كَسري عادي معقول إلى عدد غیر
عادي لامعقول، وبینما تترابطُ الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة منطقی�ا مع بعضھا في كَونھا جمیعاً
نِسَب أو أجزاء مِنَ الأعداد الصحیحة، وطالما أنّ علماء الریاضیات لم یستطیعوا التوفیق بین
الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة والأعداد غیر العادیة اللامعقولة فإنّ مفھوم سلسلة الأعداد غیر

العادیة اللامعقولة ظلَّ مبھمًا ولا یمكن توضیحھ ریاضی�ا.

حتى القرَن التاسع عشر، كان عالِم الریاضیات الذي یحاول توضیح الأعداد غیر العادیة
اللامعقولة یشبھ شخصًا في حفلة عائلیة یحاول أنْ یعَرف علاقةَ رجلٍ غریب ببقیة أفراد العائلة. في
سنة 1872، توصَّل عالِم الریاضیات الألماني ریتشارد دیدیكیندRichard Dedekind 23 إلى
طریقة مقبولة لِرَبط الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة بالأعداد غیر العادیة اللامعقولة وتولید النموذج
المثالي للاستمرار. سُمّیتْ أعدادهُ سلسلة الأعداد الحقیقیة Real Numbers، وھي التسمیة التي
أطلقھَا علماءُ الریاضیات منذ القرَن السادس عشر على سِلسلتيَ الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة
والأعداد غیر العادیة اللامعقولة معاً. بعَد سنوات قلیلة مِنْ اكتشاف دیدیكیند، توصّلَ عالِمُ
الریاضیات الألماني جورج كانتورGeorge Cantor 24 إلى اكتشافٍ آخَر أجابَ بشكل نھائي قاطِع
ھتْ إلى بنُیة سلسلة الأعداد الحقیقیة التي كانت تبدو على كافة التساؤلات والانتقادات التي وُجِّ
مستحیلة. أكَّدَ كانتور أنھ على الرغم مِنْ وجود عددَ لانھائي مِنَ الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة كما



تصََور الإغریقیون، إلا أنّ تعَداد الأعداد الحقیقیة ھو أكبرَ وأكبرَ...! وھذا یثُبت أنّ سلسلة الأعداد
الحقیقیة أكثرَ استمرارًا، وأكثرَ تقارباً وتماسكًا مِنْ استمرار الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة.

رْ ما یعَنیھ ھذا الكلام: تتَقارَبُ الأعدادُ في سلسلة الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة مِنْ تصََوَّ
بعضھا بعضًا بشكل لانھائي، ولكنّ تقَارُبَ الأعدادِ في سلسلة الأعداد الحقیقیة ھو أكثرَ مِنْ
لانھائي...! حتى ولو استخدمَنا خِداع المَرایا، فإنّ ھذا أمرٌ یستحیل علینا تصوّره وتوضیحھ. تخَیَّلْ
رة لما في المرآة مثلاً مرآتیَن متماثلتیَن متواجِھتیَن، إذا نظَرتَ في إحداھما سترَى صورًا مكرَّ
الأخرى مِنْ صُوَر، ثم تخَیَّلْ أنّ كلّ صورةٍ مِنْ ھذه الصور ھي عددٌ في سلسلة أعداد. إذا قرّبنا
ھاتین المرآتیَن مِنْ بعضِھما، ستتَقاربُ الصُّور المتكررة، وسَتتقلَّص المسافات التي تفصِل بینھا.
تشبھ المسافات التي تفصِل بین الأعداد في سلسلة الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة تلك المسافات
غر... أي التي تفصِل بین الصُّور عندما تقترَب المرآتان مِنْ بعضھما إلى مسافة لانھائیة في الصِّ
متلامِستان... في حین أنّ المسافات التي تفصِل بین الأعداد في سلسلة الأعداد الحقیقیة تشبھ المسافة
التي تفصِل بین الصُّور عندما تكون المرآتان أكثرَ مِنْ متلامِستیَن...! ولكن ھذا لا یمكن أنْ یحدث

إلا إذا تداخلت المرآتان في بعضھما بعضًا...!

تطَرح سلسلة الأعداد الحقیقیة الصعبة التَّصور اختیارًا طریفاً على العلماء الذین یدَرسون
الزمن، إذ یمكنھم رفضَھا لأنھا نموذج "غیر علميّ" (أي غیر قابل للقیاس) للحقیقة والواقع،
ضون بذلك إلى الانتقاد والتعریض بضِیق عقولھم...! أو یمكنھم قبولھا كنموذجٍ محتمَل للحقیقة ویتعرَّ
ضون بذلك للانتقاد والتعریض لقبولھم للخرافات وإیمانھم بالألغاز...! ولا یمكن والواقع، ویتعرَّ
التوصُّل إلى اختیارٍ واحد شامل یقبلھ الجمیع، ولذلك فلنفترَض الآن أنّ كلا� مِنْ سلسلة الأعداد
الكَسریة العادیة المعقولة وسلسلة الأعداد الحقیقیة ھي نموذج مقبول للاستمرار بطریقة أو بأخرى،
ا أم لا، بل فیما إذا كان في ھذه الحالة فإنّ السؤال الذي نطرَحُھ لیس فقط فیما إذا كان الزمن مستمر�

ا بطریقة "الكسور العادیة المعقولة" أم بطریقة "الأعداد الحقیقیة"؟! الزمن مستمر�

ا، فھذا یعني أنّ كل شيء في الكون، بالنسبة إلى السؤال الأول، إذا لم یكن الزمن مستمر�
عة كالصُّور في الفیلم السینمائي. ویعني أنّ التَّتابع بما فیھ الكون نفسھ، یعُرَض بشَكل وحدات متقطِّ
عة، وأنّ الاستمرار الظاھري فیھ ما ھو إلا وَھم وخیال یشبھ الزمني ھو سلسلة مِنَ الفترات المتقطِّ
وَھم الاستمرار في الحركة الذي تخَلقھ الأفلام السینمائیة. ففي الفیلم السینمائي الذي یعُرَض بسرعة
24 صورة في الثانیة، یتحَقَّق الوَھم باستمرار الحركة واتِّصالھا لأنّ عیوننا تحتفظُ بانطِباع كلِّ
صورة لفترة كافیة لكي تبدو وكأنھا تتَصِّل أو تنَدمَج مباشرة بالصورة التي تلیھا، ویمرُّ التقطع دون
أنْ نلحظھ، ولو عُرِضَتْ الصور نفسھا بسرعة بطیئة، أو لوَ لمَْ تحتفظ عیوننا بانطباع الصُّور،

للاحَظنا التقطّع، ولظَھَر الفیلم السینمائي كسلسلةٍ مِنَ اللقطات المتقطعة المتلاحِقة.

یسَتخدِم العلماءُ في دراسة الكون أدوات علمیة لا تحتفظ كالعیون بانطباع الصورة فیھا،
عاً أو غیر مستمر، ولمْ تظُھِر ھذه الأدوات قطّ أي تقطّع في الحقائق الفیزیائیة. إذا كان الزمن متقطِّ
فإنّ نتائج ھذه التجارب تعني أنّ سرعة عَرض الحقائق الواقعیة لا بد مِنْ أنْ تكون أسرَع مِنْ مئة
بلیون ترتلیون (العدد واحِد مَتبوعًا بثلاثة وعشرین صِفرًا) لقَطَة في الثانیة...! وإذا كان الزمن



ا، یطُرح السؤال فیما إذا كان وجودنا الزمني یتَبع نمَط الاستمرار في سلسلة الأعداد الكَسریة مستمر�
العادیة المعقولة، أم في نمَط سلسلة الأعداد الحقیقیة؟

مِنَ المستحیل إثبات أي مِنْ ھذین النموذجَین بالقیاس المباشر، لأنھ یعني أنّ سرعة عَرض
الحقائق الواقعیة ھي عددَ لانھائي مِنَ الصور في الثانیة أو أكثرَ. وأقصَى ما یمكن قیاسھ بشكل
مباشر ھو تِبیان أنّ سرعة عَرض الحقائق الواقعیة یجب أنْ تكون أكثرَ مِنْ عددٍَ ما مِنَ الصُّور في
الثانیة، ولا یمكن للقیاس المباشر إظھار أنّ سرعة العرَض ھي اللانھایة، فكیف نستطیع قیاس ما ھو

أكبرَ مِنَ اللانھایة؟

یمكن بالتجارب غیر المباشرة أنْ نحصل على بعض الأدلَّة. إحدى ھذه التجارب ھي أنْ
ندَرُس بعض الظواھر الطبیعیة التي ترتبط بالزمن لِنرَى فیما إذا كانت الأعداد الكَسریة العادیة
المعقولة تكفي وحدھَا لِوَصف ھذه الظواھر مِنَ الناحیة الكمّیة. فإذا كانت الأعداد الكَسریة العادیة
المعقولة كافیة لذلك، فھذا یدلّ على عدم وجود علاقة بین الزمن وبین الأعداد غیر العادیة
اللامعقولة، وأنّ سلسلة الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة تمثِّل نموذجًا كافیاً وصحیحًا لاستمرار
الزمن. ولكن إذا لمْ تكن كافیة، فھذا یدلُّ على أنّ سلسلة الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة ھي نموذج

غیر مناسب، ولا ینطَبق على استمرار الزمن كما اكتشَف الفیثاغورسیون مِنْ قبَل.

یجب علینا قبل ذلك أنْ نمیز بین العدد الكَسري العادي المعقول والعدد غیر العادي
اللامعقول. لعل أھم ممیزات العددَ غیر العادي اللامعقول ھو أنھ لا یمكن كِتابتھ إلا بشكلِ سلسلةٍ
لانھائیة مِنَ الأعداد التي لیس لھا أي نمَط معیَّن واضح، مثل الجَذر التربیعي للعدد 2 (وھو تقریباً
1.414213562)، والعدد الثابت π الذي نحصل علیھ دائمًا عندما نقسم محیط أیة دائرة على
قطرھا، ویساوي تقریباً (3.141592654). حُسِبَ ھذا العدد الثابت مِنَ الأعداد غیر العادیة
اللامعقولة تفصیلاً حتى مئات الآلاف مِنَ الفواصل العشریة دون أنْ یظَھر أي نمَط واضح في
تسلسل أرقامھ كما ھو متوقَّع، وھذا شيءٌ أجِده غامضًا في العدد غیر العادي اللامعقول، إذ تتوالى
أرقامُھ بشكلٍ عشوائي، ولكنھ لیس اعتباطی�ا، فإذا بدَلّْتَ رقمَین فقط مِنْ سلسلة أرقامھ اللانھائیة
الطویلة، فلن یكون لدیكَ العدد غیر العادي اللامعقول نفسھ...! فكلُّ عددَ غیر عادي لامعقول لھ
عشوائیتھ الخاصة بھ، وكلُّ رقمٍ مِنْ أرقامِھ لھ دوَر ممیزّ في صُنع ھذه العشوائیة المتمیزة الفریدة.
یمكن كتابة العددَ الكَسري العادي بشكل كَسر عشري لھ سلسلة طویلة لانھائیة مِنَ الأرقام أحیاناً،
ولكن یوجد دائمًا نمَط ونظام واضح متكرر یمكن وَصفھ وتحدیده في الأعداد الكَسریة العادیة

المعقولة، فمثلاً: 35/2 = 0.0571428571428571428

0.01010101010101010101 = 99/1

6.00000000 = 6.

لا شك بأنّ ھناك كثیرًا مِنَ الظواھر الطبیعیة المعروفة التي ترتبط بالزمن، والتي یمكن
وَصفھا بدقةّ تامة باستعمال الأعداد الكَسریة العادیة المعقولة فقط. وتخَطر لي في ھذا المجال



الكھرباء، وحركة الشّحنات الكھربائیة في سِلك... وبفضل التجربة التي قام بھا الفیزیائي الأمریكي
روبرت میلیكانRobert Millikan 25 الذي حصَل على جائزة نوبل في الفیزیاء سنة 1906 نعَلمُ
الآن أنّ الشحنات الكھربائیة لا توجَد إلا بشكلِ مضاعفاتٍ مِنَ الأعداد الصحیحة لشحنة ابتدائیة لا
تنقسِم. في الواقع ھناك شحنتَان متساویتَان في القوة، ولكن إحداھما إیجابیة والأخرى سلبیة، بحیث
إنّ الشحنات المتماثلة تتَنافرَ، والشحنات المختلفة تتَجاذبَ. وھناك افتراضات بوجود أجزاء صغیرة
في الذَّرة تسمى الكوارك Quarks تحَمِل أجزاء مِنَ الشحنات الكھربائیة ھي 3/1 أو 3/2 مِنَ
الشحنة الكھربائیة الابتدائیة التامة [المترجم: جاءت أدلة على وجود الكوارك سنة 1995، وثبت
ذلك في تجارب تصادم الإلكترونات سنة 2015]، إنما لا یوجَد حتى الآن أي افتراض ولا أي دلیل

علمي على وجود أي شيء یحَمل شحنة كھربائیة یمثِّلھا عدد غیر عادي لامعقول.

ثم ھناك الكیمیاء التي تتَحدَّد فیھا قوى التفاعلات بخواص العناصر الكیمیائیة المتفاعِلة،
وترتبط ھذه الخواص بدوَرھا بالرقم الذَّرّي لھذه العناصر، والرقم الذَّرّي لِعنصر ما، یساوي عددَ
اتھ، وھذا الرقم ھو دائمًا عدد كَسري عادي معقول، بل عدد صحیح ة مِن ذرَّ الإلكترونات في كلِّ ذرَّ
على وَجھ التحدید، فمثلاً، العناصر ذات الرقم الذَّري 2، 10، 18، 36، 54، 86 ھي عناصر خامِلة
لا تتفاعل مع العناصر الأخرى، بینما العناصر ذات الرقم الذَّري 9، 17، 35، 53، 85 ھي
الھالوجینات، وھي عناصر فعَّالة جد�ا، خاصة في إنتاج الأملاح. یتمتَّع الرقم 6 بأھمیة خاصة
بالنسبة لنا ولكلِّ المخلوقات العضویة الحیة في ھذا الكوكب، لأنھ الرقم الذَّريّ لعنصر الكربون الذي
یمتلك قابلیةً خاصة للارتباط بالعناصر الأخرى، وتشَكیل جزئیات مِن سَلاسل طویلة أساسیة للحیاة،

د الوراثة. مثل جزئیات الحموض الأمینیة والبروتینات والحموض النوویة التي تحدِّ

وفي عِلم الأحیاء أیضًا، یمكن وَصف الظواھر التي ترتبط بالزمن عن طریق الأعداد
الكَسریة المعقولة، فمثلاً یتمیَّز كلُّ نوَع مِنْ أنواع النباتات والحیوانات بعدَدٍ معیَّن ثابت ممیزّ مِنَ
الصّبغیات Chromosomes في خلایاه، وعددَ الصّبغیات ھذا ھو دائمًا عددٌ صحیح مثلما ھو حال

الرقم الذَّري.

على الرغم مِنْ ھذا التفوق الواضح للأعداد الكَسریة العادیة المعقولة في الطبیعة، إلا أنّ
العِلم یحتاج أیضًا إلى الأعداد غیر العادیة اللامعقولة. فعلى مَرِّ القرون، لاحظَ العلماء اللائحة
المتزایدة مِنَ الثوابت الخاصة التي یدلّ ظھورھا في كلِّ نظریة علمیة تقریباً على أھمیتھا في دراسة
وتفسیر ظَواھر الكَون بحیث یمكن اعتبار ھذه الثوابت الطبیعیة بمثابة معلومات طبیعیة أساسیة.
ویبدو الآن أنّ كلَّ عددٍ مِنْ ھذه الثوابت الطبیعیة ھو عددٌ غیر عادي لامعقول. فمثلاً أحَد أھم ھذه
الثوابت ھو سرعة الضوء التي تمّ قیاسھا حتى تسعة أرقام عشریة دون أنْ تظُھِر الأرقام أي نمَط أو
لنا إلیھ في قیاس سرعة الضوء ھو أنھا 299792458 ملیون متر في نظام واضِح (أفضَل ما توصَّ
Fine الثانیة). رقم ثابتٌ آخَر ھو ذلك الذي یصَِفُ تبادل القوى في الذَّرة، ویسُمى ثابِت البنُْیةَ الدقیقة
structure constant، ولا یوجَد أي نمط أو نظام واضح في أرقامھ حتى لو تمّ قیاسھ إلى عشرة



لنا إلیھ في قیاس ھذا الثابت الطبیعي، وھو كمیة دون بعُد، ولیس لھا أرقام عشریة (أفضَل ما توصَّ
وحدة قیاس، وتساوي 0.0072973503).

یوجَد في الفیزیاء وحدھَا أكثرَ مِنْ اثني عشر ثابتاً مِنْ ھذه الثوابت الطبیعیة التي تمّ قیاسھا
مِنْ بضع إلى أحَد عَشر رقمٍ عشري دون أنْ یوجَد أي نمَط أو نظام واضح في تسلسل أرقامھا. یصِل
بنا ھذا الدلیل على وجود، وعلى أھمیة الأعداد غیر العادیة اللامعقولة في الظواھر الطبیعیة المتعلقة
بالزمن، إلى إجابةٍ على سؤالنا حول استمرار الزمن، لولا صعوبة واحدة متبقِّیة: مِنَ الصفات
الخاصة التي تواجِھ أیة محاولة لِقیاس عددَ غیر عادي لامعقول ھي أنھ لا یمكن قیاسھ...! عندما
نقیس عدداً غیر عادي ما (مِثل ثابِت البنُْیةَ الدقیقة) فإننا لا نستطیع أنْ ننفي نفیاً قاطعاً احتمال ظھور
لنا بعد نمَط أو نظام في تسلسل أرقامھ فیما لو تابعَنا القیاس إلى سلسلة طویلة مِنَ الأرقام. ربما توصَّ
عَشر سنین مِنَ الآن إلى اكتشاف أنّ ثابِت البنُْیةَ الدقیقة ھو مثلاً 0.007297350372973 مما یدلّ
على وجود نمَط أو نظام معیَّن في تسلسل أرقامھ، وأنھ قد یكون في الحقیقة عدداً كَسری�ا عادی�ا
معقولاً، ویجب أنْ یستمر ھذا النمَط في تسلسل الأرقام إلى ما لانھایة قبل أنْ نحَكُم بأنھ عددٌَ كَسري

عادي معقول، وھذا أمرٌ لا نستطیع تحقیقھ وتبیانھ.

یقودنُا كلُّ ھذا إلى أنھ باكتشاف الأعداد غیر العادیة اللامعقولة، طَرَحَ علماء الریاضیات
مشكلة علمیة لا یمكن حلھّا بواسطة أي قیاس أو قیاسات ممكِنة نستطیع تصوّرھا. وعلى الرغم من
وجود تمییز واضح في الریاضیات بین الزمن المستمر بشكلٍ "حقیقي"، والزمن المستمر بشكلٍ

"معقول"، إلا أنھ تمییز لامعقول بالنسبة للعلماء التجریبیین.



ما بعد اللانھایة:

نظریة كانتور في المجموعات والأعداد

ما بعَد اللانھائیة

"یشُبھ المرءُ الأفكارَ التي تنضحُ منھ".

بُ مِن قدرة الإنسان على التخیل... تلك القدرة المدھشة العظیمة التي غوتھ Goethe أتعجَّ
تدَفعنا إلى مناقشة حتى النقاط الدقیقة في أحلامنا وخیالاتنا. اختلفَ أذكیاءٌ من الرجال والنساء في
الماضي حول عدد الملائكة الذین یمكن أنْ یتَواجَدوا على رأسُ دبوّس...! والیوم یختلف الخبراء
العسكریون حول صحة التنبؤات عن الحیاة بعد حربٍ نوویة شاملة إنْ كانت مُمكِنة أم لا.

ض قدرة الإنسان على التخّیل لاختبارات قاسیة تدفعَھا إلى أقصى في الریاضیات، تتعرَّ
حدود المعقول، وقد توصَّل علماء الریاضیات إلى نجاح كبیر في محاولاتھم الحدیثة لتفسیر وتحدید
أحَد أصعبَ المفاھیم على مرِّ التاریخ وھو مفھوم اللانھایة26. فعلى مرِّ السّنین، وحتى القرَن التاسع
عشر، كانت فكرة اللانھایة فكرة مُبھَمة. كانت اللانھایة بالنسبة للروحانیین ذات مضمون مُبھَم
مُتعلِّق باللاھوت، وكانت بالنسبة للآخرین بما فیھم علماء الطبیعة والریاضیات بمثابة مجال یضمّ
كلّ ما یقعَ وراء حدود التفكیر المعقول. في ھذا التصور الرھیب لفكرة اللانھایة، كناّ كما وَصَفنَا
Man and َفي كِتابھ: الإنسان والإنسان الأمثل George Bernard Shaw جورج برنارد شو
Superman مِثل رَجل الغابة الذي لا یستطیع أنْ یعَدّ أكثرَ من عدد أصابعھ: "بالنسبة لھَ... العدد

11 ھو عددٌ ضخم لا یمكن عدهّ".

بدأ علماء الطبیعة والریاضیات في القرَن السابع عشر الحدیثَ عن اللانھایة وكأنھا یمكن
أنْ تصبح ذات یوم مفھومًا معقولاً وواضحًا، ولكن اللانھایة كانت بالنسبة لھم اصطلاحًا عامًا
لِوَصف كلّ شيء كبیر لدرجة لا یمكن تصورھا، ولم یكن لدیھم أي تمییز بین اللانھایات. فمثلاً،
Dialogues Concerning Two New ذكَر غالیلیو في كِتابھ: "محاورات حول عِلمَین جدیدیَن
Sciences" اعتقاده بأن خط�ا طولھ ثلاث بوصات یحتوي على عدد من النقاط یساوي عدد النقاط

ّ



في خطٍّ طولھ ستّ بوصات، وھو عدد لانھائي. وقد قبَِل غالیلیو بھذا التناقض، مثلما یقبلھ إنسان
ر أنّ الكون لن یكون أسھَل أو أصعبَ مَنالاً لو كان حَجمھ نصف ما ھو علیھ الآن أو ضعف یتصوَّ

ذلك...؟

بعد مرور قرَن من الزمن على غالیلیو، ازدادت التناقضات التي تتعلَّق باللانھایة تعدُّداً
Bernhard 27وصعوبة. في سنة 1851 نشَر عالِم الریاضیات التشیكي برنھارد بولزانو
Bolzano في كِتاب صغیر اسمھ "تناقضات اللانھایة The Paradoxes of Infinity" أول
محاولة عقلانیة لمعالجَة ھذا الموضوع، ولكنھ تركَنا في موقف إنْ لم یكن أبعدَ فھو لیس أقرَب بكثیر

إلى فھَم اللانھایة مما كناّ علیھ قبل ذلك.

إذا كان علماء الریاضیات ھذه الأیام أقرَب إلى فھم اللانھایة مِن أي وقت مضى فإن ذلك
یعود بشكلٍ رئیسيٍ إلى التخیل الواسع والتصور الواضح الفعاّل لعالِم الریاضیات الألماني جورج
فردیناند لودفیغ فیلیب كانتورGeorge Ferdinand Ludwig Philipp Cantor 28 الذي كان
ر في اللانھایة، إنما كان في السادسة من عمره عندما نشُِر كِتاب بولزانو. لم یقَصد كانتور أنْ یفكِّ
سًا للاكتشافات بع الأخیر من القرَن التاسع عشر مندفِعاً ومتحمِّ مِثل بقیة علماء الریاضیات في الرُّ
ت الیقین الھندسي كأساس للریاضیات. كان علماء الریاضیات آنذاك في ذعُر الحدیثة التي ھزَّ
ر أكثرَھم أنّ ھذا الأساس الجدید عقلاني وھم یحاولون استبدال ھندسة إقلیدس بأساسٍ جدید، وتصََوَّ
یجب أنْ ینَبثِق مِن عِلم الحِساب ولیس مِن الھندسة، ویجب أنْ یكون نظامًا عقلانی�ا مُستنَداً على
الأعداد الصحیحة والكسور والأعداد غیر العادیة ولیس على النقاط والخطوط والمستویات. كان
ھدفَاً واسعاً مبھَمًا وغیر واضح، وقد أدتّ الطرائق المختلفة التي سلكَھا علماء الریاضیات إلى
اتجاھات مختلفة... أما الطریق الذي سلكَھ كانتور فقد وصَل بھ إلى اللانھایة... بل وإلى ما لم یكن

متوقَّعاً... إلى ما بعد اللانھایة!

بدأ كانتور رحلتھ العقلیة الطویلة بتصوّر مجموعة نھائیة مِثل "مجموعة مِن الأشیاء
اھا ببساطة المجموعة المُتناھیة Finite Set، وفي المُعرَّفة والمنفصِلة في تصوراتنا وأفكارنا" وسمَّ
بحثھ عن وضع أساس حسابيّ للریاضیات، أراد أنْ یدَرس مجموعات الأعداد بشكلٍ خاص، ولكنّ

تعریفھ ینطَبق أیضًا على مجموعةٍ مِن أشھر السّنة أو مِن البشر أو مِن أيّ شيء آخر.

حسب النظام المنطقي الذي اتَّبعھ كانتور، تكون مجموعةٌ ما مُكافئةً لمجموعة أخرى إذا
أمكن تحقیق التوافق العددَي زوجًا زوجًا بین عناصر المجموعة الأولى وعناصر المجموعة الثانیة.
ف كانتور التكافؤ بین المجموعات على ھذا النحو، كان یسَعى إلى تسھیل المقارَنة بین عندما عَرَّ
المجموعات الكبیرة، مِثل مجموعة المقاعد في ملعب كبیر ومجموعة المتفرجین الذین یأتون
لمشاھدة مباراة فیھ. حَسب تعریف كانتور فإنّ الطریقة لِمعرفة فیما إذا كانت ھاتان المجموعتان
متكافئتیَن ھي أنْ نرُاقِب ما یحَدث عندما یجَلس كلّ شخص أو یحاول ذلك، فإذا بقي بعضُ
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المتفرجین واقِفین، أو إذا ظلتّ بعض المقاعِد شاغرة، فإنّ ھاتیَن المجموعتیَن غیر متكافئتیَن. أما إذا
جلس كلّ المتفرجون ولمَ یبَقَ أيّ مقعد شاغر، فإنّ ھاتیَن المجموعتیَن متكافئتان.

لا یتطلَّب مناّ تعریفُ كانتور أنْ نعَدَّ، ولا حتى أنْ نعرف عدد عناصر أي من ھاتیَن
المجموعتیَن لكي نتأكَّد مِن تكافئھما. وكان ھذا ما مكَّن كانتور من المقارنة ومن التمییز العقلاني بین

اللانھایات، أو بشكل أصحّ بین المجموعات التي تضمُّ أعداداً لانھائیة من العناصر.

انطلقَ كانتور في خطوتھ الأولى نحو اللانھایة متسلِّحًا بھذه الأفكار البسیطة، وأوضَح كیف
أنّ أیة مجموعة منتھَیة یمكن أنْ تفید في تحدید مجموعة منتھَیة أخرى أوسَع منھا، وھكذا إلى ما
لانھایة. وفي كل خطوة، تشملُ المجموعةُ الأوسَع كل المجموعات التي یمكن أنْ تضمھا من
فھا قائلاً بأنّ المجموعة المُحتواة المجموعات التي سبقتَھا. یوضّح كانتور اصطلاحاتھ المختارة ویعرِّ
Subset یمكن أنْ تتألف مِن لا شيء، أو یمكن أنْ تحتوي بعض، أو كلّ عناصر المجموعة بكاملھا.
Null وتسمى المجموعةُ التي لا تحتوي على أي عنصر من العناصر: "المجموعة الخالیة
Subset"، وتسمى المجموعةُ التي تحتوي على كلّ العناصر: "المجموعة غیر الملائِمة
Proper في حین تسمى كلّ المجموعات الأخرى: "المجموعات الملائمة ،"Improper Subset

."Subset

تصُلح أیة مجموعة تضمّ عنصرًا أو أكثرَ لكي تكون نقطة البدایة في برھان كانتور الذي
د مجموعة مؤلَّفة مِن یمكن تسمیتھ: طریقة الارتقاء Stepping-stone argument. فمثلاً، تحُدِّ
د عنصرَین (أ، ب) مجموعةً أخرى مؤلَّفة مِن أربعة عناصر (أ، ب، أب، والمجموعة الخالیة). وتحُدِّ
ھذه المجموعة بدوَرھا مجموعةً مؤلَّفة مِن ستة عشر عنصرًا (أ، ب، ت، ث، أب، أت، أث، ب ت،
ب ث، ت ث، أ ب ت، أب ث، أ ت ث، ب ت ث، أ ب ت ث، والمجموعة الخالیة)... وھكذا

دوالیك.

یمكننا أنْ نتنَبأّ بالقفزات العددَیة في خطوات كانتور باستعمال معادلة بسیطة كانت معروفة
لھا مِن مجموعة في أیامھ. حَسب ھذه المعادلة فإنّ عددَ المجموعات الثانویة التي یمكن أنْ نشُكِّ
منتھَیة تحتوي على عددَ من العناصر مقداره (س)، وھو یساوي العددَ (2) مَضروباً بنفسِھ بِقدَر
العدد (س) مِنَ المرات. ویعُبَّر عن ھذا العددَ بالرموز الریاضیة بشَكل (س2)، ویقال باللغة العربیة:
(اثنان قوّة س)، وھكذا فإنّ مجموعةً من عنصرَین تضمُّ 22 أي أربعَ مجموعات ثانویة، ومجموعةً

مِن أربعة عناصر تضمُّ 24 أي 16 مجموعة ثانویة.

بنا مِن لو توقَّفَ كانتور بعد تعریفھ لھذه الخطوات لكَان قد قدََّم لنَا وَصفاً عقلانی�ا لِطَریقةٍ تقُرِّ
مفھوم المجموعة اللانھائیة، ولكنھا لا توصِلنا بالضرورة إلى المجموعة اللانھائیة، ولكَان عملھ
محبَّباً لھؤلاء الذین ناقشَوا آنذاك، وینُاقِشون الآن بأنّ اللانھایة ھي فِعلٌ أكثرَ منھا اسم، وأنّ اللانھایة
تدلُّ على شيءٍ بلا حدود، ولیست شیئاً واقعی�ا یمُكن تحدیده وتعریفھ. ولكنّ ما حدثََ ھو أنّ كانتور،

بعد أنْ بیَّن خطواتھ الأساسیة، تابعَ لِیبُرھِن على وجود مجموعة لامتناھیة حقیقیة.
ً



انطلاقاً مِن رغبتھ في تطبیق نظامھ المنطقي على الأعداد بشكلٍ خاص، جعلَ كانتور
نموذجھ للمجموعة اللامتناھیة Infinite Set ھو مجموعة الأعداد الصحیحة، 4، 3، 2، 1 وھكذا.
أي بكلمة أخرى، تعُامَلْ الأعداد الصحیحة في نظریتھ لیس على أنھا تتَابع لانھائيّ (فِعل)، بل على
أنھا مجموعةٌ لامتناھیة (اسم). وكأنما استلھم كانتور في تصوّر اللانھایة تلك الصورة التي رسمَھا

ویلیام بلیك William Blake في قصیدتھ "امسكْ باللانھایة في قبضَة یدك".

لم یكتفَِ كانتور بتسمیة مجموعةٍ لامتناھیةٍ حقیقیة في طریقھ نحو تحقیق حُلمِھ الشاعري،
بل وصَفھا بأنھا المجموعة الوحیدة التي یمُكِن أنْ تتَكافأ مع أجزاء منھا، على الرغم مما یبدو في
ذلك مِن تناقض...! لِتوضیح ھذا الوَصف، عاد كانتور إلى الأعداد الصحیحة وقال: إذا فكّرتَ في
تنَاوب الأرقام الزوجیة في مجموعة الأعداد الصحیحة، فلربما تصَورتَ أنّ مجموعة الأرقام
الزوجیة، على الرغم مِن كَونھا مجموعة لامتناھیة إلا أنھا تساوي نصف مجموعة الأعداد
الصحیحة. ویتَوافق ھذا التصوّر مع منطق حیاتنا الیومیة حیث یساوي الكلّ مجموع أجزائھ. ولكن،
إذا اتَّبعنا تعریفَ كانتور في تكافؤ المجموعات، فإننا نجَد أنّ المجموعة اللامنتاھیة التي تضمُّ الأرقام

الزوجیة تكافئ تمامًا المجموعةَ اللامتناھیة التي تضمُّ كلَّ الأعداد الصحیحة...!

لم یبُرھِن كانتور على تكافؤ ھاتیَن المجموعتیَن بالتوفیق بین كلِّ عدد زوجيّ وكلِّ عدد
صحیح بالطبع، ولكنھ أثبتَ ذلك بالدلیل غیر المباشر، لأنھ مِن غیر المعقول وغیر المنطقي أنْ یتَركَ
التوافقُ بین عناصر المجموعتیَن أيّ فائض مِن أي عنصر مِن عناصر ھاتیَن المجموعتیَن، لأن كلا�

منھما لانھائیة، وكلا� منھما تحتوي على عدد لا ینَفذ من العناصر. كان ھذا التناقض الظاھري
بالنسبة لھ ولِكثیر مِن مُعاصِریھ مُفارقةً تبُرھِن على أنّ الكلّ یمُكِن أنْ یكون مساویاً لِجزء منھ.
مُفارَقة لا یمكن الھروب منھا، وسِمَة عقلانیة مِن سِمات اللانھایة... ولكنّ ھذه المُفارَقة لمَ تمَنعَ خیالھ

وتصوراتھ مِن الاستمرار في التقدمّ إلى الأمام إلى ما بعَد اللانھایة.

مثلما استخدمَ كانتور المجموعات المتناھیة لِتعریف الخطوات نحو اللانھایة، فقد استخدمَ
المجموعات اللامتناھیة لِتعریف الخطوات فیما وراء اللانھایة. كان مَنطِقھ مشابھًا لِما سَبق: إنّ
وجودَ مجموعةٍ لامتناھیة یعني وجودَ مجموعةٍ لامتناھیة أخرى أوسَع منھا، وھي تعني بدوَرھا
وجودَ مجموعةٍ لامتناھیة ثالثة أوسَع منھا وھكذا... إلى ما لانھایة...! وفي كلّ خطوة، تحتوي
المجموعة اللامتناھیة الأوسَع كلَّ المجموعات الجزئیة التي یمكن أنْ تضمّھا مِن المجموعة التي
سَبقتَھا. ویمكِننا تحدید القفزات العددَیة في خطواتِ كانتور بین المجموعات اللامتناھیة باستِخدام

المعادلة السابقة ذاتھا... وكلُّ ما نحتاج إلیھ ھو بعض الرموز الجدیدة.

لنسُمي عدد العناصر في مجموعةٍ لامتناھیة كما اقترحَ كانتور بالرّمز 0 א الذي یلُفظَ (ألَِفْ
صفر) وھو أوّل حَرف مِن حروف الأبجَدیة العِبریة. حَسب المعادلة، فإنّ المجموعة التي تضَمّ 0א
مِن العناصر (مثل مجموعة الأعداد الصحیحة) تتألفُ مِن المجموعات الجزئیَّة التي یساوي عددھا
0א2 وھذا یعَني ضَرب العدد 2 بنفسِھ 0א مِن المرّات. وحاصِل الضَّرب ھذا لا بدّ مِن أنْ یكون أكبرَ

مِن 0א مثلما أنّ العدد 16 = 2 4 ھو أكبرَ مِن العدد 4. ھذه ھي الخطوة الأولى إلى ما وراء

َ



اللانھایة، وكان أول رَمز یعُبِّر عن أول عَدد فیما بعَد اللانھایة ھو 1א (یلُفظ ألَِفْ واحد) كما سمّاه
كانتور. ھذه المجموعة اللامتناھیة التي تضمّ عدداً مِن العناصر یساوي 1א تحتوي بالضرورة على
عدد من المجموعات الجزئیة یساوي 1א 2 وھذه ھي الخطوة الثانیة التي وَلَّدتْ العدد الثاني فیما

وراء اللانھایة... وھكذا.

لا شك بأنّ الأعداد فیما وراء اللانھایة Transfinite Numbers ھي أعدادٌ كبیرة إلى
درجة خارقة لا تصدَّق ولا یمُكن تصوّرھا. ھناك حوالي 10 بلایین نجَم (10,000,000,000) في
مجرّة درَب التَّبانةَ التي تنَتمي إلیھا الشمس وكواكبھا. وھناك حوالي (60,000,000,000,000)
خلیة في جسم الإنسان. وھناك حوالي (300,000,000,000,000,000) ثانیة في عُمر الكون.
ویقُدرّ عدد البروتونات في الكَون بِعددٍ ھو مِن أكبر الأعداد الموجودة في الطبیعة، ویكُتبَ بالعدد 1
مَتبوعًا بتِسعةٍ وسبعین صفرًا. وللمقارنة، إذا استطعنا أنْ نكتبُ العدد ما بعد اللانھائي 0א، فسیكون
علینا أنْ نكتبھ بالعدد 1 مَتبوعًا بأصفار تمتدُّ إلى ما لانھایة...! ونكَتب العدد ما بعد اللانھائي 1א
بشكل العدَد 1 مَتبوعًا بأصفار تمتد إلى ما بعَد اللانھایة..! ولذلك فلنَ نسَتغرب إذا بدَتْ سلسلةُ
الأعداد ما بعد اللانھائیة (2...א1, א0, א) بالنسبة إلى كانتور وإلى الآخرین سلسلةً غیر مُنتھَیة،
تشُبھ ذلك الكَون الذي وصَفھ الفیلسوف إمانوُیل كانت Immanuel Kant: "مِن الطبيعي أن
نتصو�ر مجموعةً من النجوم كنَظِامٍ مؤل�ف من عدد كبير من النجوم.. ويمكن
�لُ أكواناً أعظمَ وأكبرَ... وهذه اعتبار كل منها كوَناً... واعتبار أنها معاً تشك
الأكوان الأكبرَ قد تكون مِثل سابقتهِا ليست أكثر من عنصر من عناصر كوَنٍ
أكبر وأكبر...! لا نرى نحن على الأرض سوى أول عنُصر من عناصر علاقة
متطورة مِن الأكوان والعوَالمِ... يمكنّنا الجزء الأول من هذا التسلسل اللانهائي
من الأكوان المتداخِلة من إدراك وتخَمين ما يمكن أن يكون عليه الكلُ�

الكامل... ليس هنالك مِن نهاية...".

نشَر كانتور في سنة 1874 برھانھَ الذي انتقلَ بھ في خطواتھ المتتابعة من المجموعات
المتناھیة إلى المجموعات اللامتناھیة وما بعَدھا. عارَضَھ كثیرٌ مِن علماء الریاضیات بشدةّ في
البدایة، ورفضَ بعضُھم نتائجَھ كلھا، لأنھم كانوا یرفضون الفكرة الأفلاطونیة التي تتعامَل مع
اللانھایة وكأنھا اسمٌ لِشَيء، في حین شَعرَ آخرون بأنّ كانتور لمَ یتُابِع برھانھَ ومناقشَتھ إلى خاتمتِھا
المنطقیة، وقالوا إنھ لكي ینَسجم كانتور مع نفسھ، یجب علیھ أنْ یعامِل سلسلةَ الأعداد ما بعد
اللانھائیة مثلما عامَلَ مجموعة الأعداد الصحیحة، وھذا یعني وجود مجموعة لامتناھیة من الأعداد
ما بعد اللانھائیة (مجموعة لامتناھیة من الأعداد ألَِفْ א) یمكن التعبیر عنھا بالرمز ∞א (مجموعة
ر خطوات مناقشَتھ لِتحدید سلسلةٍ جدیدة مِنَ ألَِفْ لانھایة). ویمكنھ بھذه المجموعة أنْ یكرِّ
المجموعات الأكبر مِنْ مجموعة ألَِفْ لانھایة، أو ما یمكن تسَمیتھا بالمجموعات ما بعَد ما بعَد
اللانھایة Trans-Transfinite Sets. ویمكن التعبیر عن ھذه المجموعات الجدیدة بالرمز ב الذي



یلُفظ باء، وھو الحَرف الثاني في الأبجَدیة العِبریة. وبالمِثل یمكن تشكیل تسلسل آخَر ھو (2...ב1,
ב0, ב). ولكي یستمرّ في الانسجام مع مَنطِقھِ وبرھانھ، فقد ذكَر علماءُ الریاضیات أنّ كانتور یجب
أنْ یعُامِل ھذه المجموعات الجدیدة أیضًا بالمنطق نفسھ. وھذا یعني وجود مجموعة لامتناھیة أخرى
یمكن التعبیر عنھا بالرمز ∞ב (مجموعة باء لانھایة)...! ثم یمكن تكرار المنطق نفسھ مرات

ومرات... إلى ما لانھایة...!

على الرغم من أنّ كانتور نفسھ لم یتحمَّس لھذا الانتقاد وھذه المناقشة، إلا أنّ بعض علماء
الریاضیات ھذه الأیام یتحدَّثون عن "اللانھائي المُطلقَ Absolute Infinite" ویرَمزون إلیھ بآخِر
حَرف في الأبجَدیة الإغریقیة، وھو أومیغا ω، ویعتبرونھ أكبرَ لانھایةٍ ممكِنة. وحَسب ھذا التعریف،
فإنّ اللانھایة المطلقة ھي اللانھایة التي لا یمكن أنْ نراھا أو نتصوّرھا أبداً، لأننا إذا استطَعنا ذلك،
مزُ أومیغا ω في الریاضیات على شيءٍ لا ر لانھایة أكبرَ منھا. یدَلُّ الرَّ فسیكون من الممكن أنْ نتصوَّ
ر فیھ أبداً.. وھي بذلك لا تبَتعِد كثیرًا عن الإلھَ الذي وَصَفھ لنا القدیس لھ أو نفكِّ یمُكِننا أنْ نتأمَّ
غریغوري St. Gregory: "مهما تقد�مَ عقلنا في تصو�ر الإله، فلنَ يمُكنِه إدراك ذات
الإله، بل إدراك ما تحت الإله". ولكن حتى دون افتِراض اللانھائي المُطلقَ أومیغا (ω)، فإنّ
نظریة كانتور في المجموعات قد لاقتَ القبول والاستِحسان بین علماء الریاضیات. وامتدحَ عالِم
الریاضیات الكبیر دافید ھیلبرتDavid Hilbert 29 في سنة 1910 نتائجَ كانتور قائلاً: "إنها
أعظمَ زهور الذكاء الرياضي، وأحَد أعظمَ إنجازات العقل البشري". كما مدحَ عالِمُ
الریاضیات والفیلسوف الإنكلیزي برتراند رَسل إنجازات كانتور، ووَصَفھا بأنھا "ربما كانت

أعظمَ ما يفَتخِر به هذا العصَر".

یعود السبب الرئیسي لكلِّ ھذا المدیح والإطراء في الماضي والحاضر إلى أننا باستِخدام
مفاھیم كانتور ونظریتھ في المجموعات والتكافؤ بینھا، نستطیعُ أنْ نقُارِن ونمُیِّز بین اللانھایات التي
ر وفقَ نظریة كانت تبدو قبَلھَُ شیئاً واحِداً كبیرًا إلى درجَة لا یمُكن تصوّرھا. یبدو أننا عندما نفكِّ
ع مَجالَ خیالنا وتصوراتنا إلى ما لانھایة، ولذلك كانت ھذه النظریة المجموعات، نستطیع أنْ نوسِّ

فتَحًا جدیداً غیر متوقَّع.

كانت أولى المفاجآت التي اكتشَفھا كانتور ھي أنّ المجموعة اللانھائیة التي تضمُّ الأعدادَ
لُ جزءًا منھا. في الحالة العادیة لا تبدو الأمور الصحیحة تكُافِئ المجموعات اللانھائیة التي تشكِّ
كذلك... إذا نظرنا إلى حافةّ مسطَرة نشُاھد بین كلِّ عددینَ صحیحَین مسافةً یمكن أنْ تتَّسِع لِعدد
لانھائي مِن الكسور. ولذا، یبدو أنّ عدد الكسور أكبرَ من عدد الأعداد الصحیحة بما لانھایة، ولكن
كانتور أثبتََ أنّ المَظاھر خَداّعَة، لأنّ كلَّ عددٍ كَسريّ یمكن أنْ یقابلھُُ عددٌ صحیح، وكلُّ عددٍ صحیح
یمكن أنْ یقابلھ عددٌ كَسريّ، وبما أنھ لدیَنا 0א مِنَ الأعداد الصحیحة، فھناك 0א مِنَ الكسور كما

برھَن كانتور.



أثبتَ كانتور أیضًا أنّ مجموعة الأعداد غیر العادیة (اللامعقولة) ھي أوسَع مِنْ مجموعة
الأعداد الصحیحة، ومِنْ مجموعة الكسور (الأعداد العادیة المعقولة). ومرة أخرى توحِي المَظاھر
ر وجود بنا كیف یمكن أنْ نتصوَّ العادیة بأنّ العكس ھو الصحیح. إذا نظَرنا إلى حافةّ المسطرة، لتَعجَّ
أیة فجَوة أو مسافة تتََّسِع ولا حتى لِعدد غیر عادي واحِد في ازدِحام الأعداد اللانھائي مِنَ الأعداد
الكَسریة العادیة...؟ وكیف یمكن أنْ نتصوّر مسافةً تتَّسِع لأكثر مِن عدد غیر عادي في زَحمة
اللانھایة مِنَ الأعداد الكَسریة؟ ولكن حَسب برھان كانتور، فإنّ ھنالك بین كلِّ عددیَن كَسریَّین
مُتقارِبیَن إلى درَجةٍ لانھائیة، وكذلك بین كلِّ جزأین متلاصقیَن إلى درجةٍ لانھائیة، یكَمُنُ عددٌ
لانھائي من الأعداد غیر العادیة...! بل إنّ ھناك عدد ھائل من الأعداد غیر العادیة مَحشورة بین
الكسور بحیث یفَوقُ العدد الكليّ للأعداد غیر العادیة عددَ كلِّ الكسور وكلِّ الأعداد الصحیحة

مُجتمِعة...!

یعَتبر أغلب علماء الریاضیات أنّ البرھان على ھذه النتیجة ھو أكثرَ إعجازًا وبراعَة مِنَ
النتیجة لما فیھ مِن ذكاء. بدَأ كانتور مناقشَتھ بفرَض أنّ كلّ الأعداد غیر العادیة قد كُتِبتْ بتسلسلٍ

عَشوائيّ ورُتِّبتْ في عَمود واحِد: 0.17643567...

0.23482435...

0.62346286...

وھكذا... وإنّ استعمال النقط المتتابعة ضروريٌّ لِتبیان أنّ كلّ عدد غیر عادي ھو سلسلةٌ
ر كانتور بعدھا أنھ مُقابل كلّ عددٍ غیر عادي یوضَعُ لانھائیة من الأرقام العشوائیة الترتیب. ثم تصوَّ

عددٌ صحیح بدَءًا بالعدد 1 ھكذا: 1 0.17643567...

2 0.23482435...

3 0.62346286...

في ھذه المرحلة مِن المناقشة كان ھدفَ كانتور ھو تِبیان فیما إذا كان ھذا التَّقابل وھذه
المقارنة ستسَتخَدِم وتنُھي كلَّ الأعداد الصحیحة وما یقُابِلُ كلا� منھا مِن الأعداد غیر العادیة، إذا
حدثََ ھذا، فسیعَلم أنّ مجموعةَ الأعداد غیر العادیة تكُافِئ مجموعةَ الأعداد الصحیحة، وأنّ عددھَا
ھو 0א أیضًا، ولكنھ أثبتَ أنّ ھذا لنَ یكون، واكتشَف أنھ سیتبَقىّ دائمًا عددٌ غیر عادي واحِد على

الأقل دون أنْ یقابلھ أي عدد صحیح..!

قم الأول من ننا مِن معرفة ھذا العدد غیر العادي المتبقيّ، ابدأْ بكِتابة الرَّ ھناك حِیلةَ تمكِّ
العدد غیر العادي الأول في مِثالنا العمودي السابق، واتبعھ بالرقم الثاني مِن العدد غیر العادي الثاني
وھكذا... ستصَل في النھایة إلى العدد اللامعقول 0.133…. ثم غَیِّرْ كلَّ رَقم مِن أرقام ھذا العدد
عشوائی�ا، تحَصلْ على عددٍ غیر عادي، مِثل 0.245.... وھذا ھو العدد المطلوب، لأنھ عددٌ غیر



عادي یختلف بالتصمیم والإنشاء عن العدد غیر العادي الأول في رَقمھ الأول، وعن العدد غیر
العادي الثاني في رَقمھ الثاني وھكذا... باختصار، إنھ عددٌ غیر عادي یختلف عن كلِّ الأعداد غیر
العادیة الأخرى التي تزَاوَجت مع كلِّ الأعداد الصحیحة، مما یبُرھِن على أنّ الأعداد غیر العادیة

أكثرَ مِن الأعداد الصحیحة، وھو المطلوب.

تثُبِتُ ھذه المناقشة أیضًا أنھ إذا كنتَ تستطیع مِن حیث المبدأ أنْ تستمرّ في ذِكر الأعداد
الصحیحة واحِداً بعَدَ الآخَر إلى ما لانھایة، فإنك لنَ تستطیع أبداً أنْ تفعلَ ذلك مع الأعداد غیر
العادیة، لأنّ الأعدادَ غیر العادیة أكثرَ مِن الأعداد الصحیحة، وأكثرَ مما تستطیع ذِكره. لاحَظ كانتور
ى مجموعة الأعداد الصحیحة ھذا الفارق النوعيّ بین ھاتیَن المجموعتیَن اللامتناھیتیَن، فسَمَّ
ى مجموعة الأعداد اللامعقولة غیر العادیة: اللانھایة التي لا والكَسریة: اللانھایة التي تقَبلَ العدَّ. وسَمَّ
تقَبلَ العدَّ، أو اللانھایة المستمرّة. ولكنّ تسمیة ھذا الفارق النوعيّ كان أسھَل على كانتور مِن تحدید
ي بین عناصر مجموعة الأعداد الصحیحة ومجموعة الأعداد غیر العادیة، ولمَ وتعیین الفارِق الكمِّ
قة على الرغم من أنھ قد تبَیَّن أنّ نتمكَّن حتى الیوم مِن معرفة عدد الأعداد غیر العادیة على وَجھِ الدِّ
عددھَا لا یمكن أنْ یكون أكثرَ من 1א (وھو عددُ العناصر الموجودة في المجموعة اللامتناھیة 1א
ألَِفْ واحد، وھو عددٌ مِن أعدادِ ما بعَد اللانھایة كما بیَنّا سابقاً). عَرف كانتور نفسھ أنّ عددَ الأعداد
غیر العادیة ھو 1א على وَجھ التحدید، لأنّ العدد 1א ھو اللانھایة الأكبرَ مباشرة مِن لانھایة 0א
حَسب نظریة المجموعات. وقد عَرف ھذا بفرضیة الاستمرار Continuum Hypothesis. ولكن
ھناك احتمال لا یمُكِن نفَیھ ھو أنْ یكون عدد الأعداد غیر العادیة یقَعُ في مكانٍ ما بین 0א و1א. ومِن
الواضح أنھ، حتى لو استفَدنا مِن نظریة المجموعات، فإنّ خیالنا ما زال قاصِرًا بحیث إننا لا نستطیع
أنْ نمیِّز ونتحقَّق مِن ھذه الفروق، وبالتالي لا نستطیع أنْ نحَكم على صِحة أو خَطأ فرضیة

الاستمرار ھذه.

مثلما طبَّق كانتور أفكاره في تكافؤ المجموعات على الأرقام الحسابیة، فقد طبَّقھا أیضًا
على النقاط الھندسیة وتوصَّل إلى نتائج أدھشَتھ ھو نفسھ. كان یرید أنْ یقارن ببساطَة بین مجموعاتٍ
من النقاط في فراغاتٍ ذات أبعاد مختلفة: مِن الخطّ ذي البعُد الواحِد، إلى المستوي ذي البعُدیَن، إلى
الحَجم ذي الأبعاد الثلاثة وھكذا. كان یتوقَّع ویأمَل أنّ مجموعاتھ اللانھائیة ستسُاعده في التمییز بین
دة عددھا (س)، یوجَد مجموعات النقاط بطریقة بسیطة، كأنْ نقول مثلاً أنھ في فرَاغٍ ذي أبعاد متعدِّ
(אس) مِن النقاط، ولكن ما برَھَن علیھ ھو أنّ ھناك لانھایة واحِدة مِن النقّاط في كلّ فرَاغ مھما كانت

أبَعاده...!

برھَن كانتور على أنّ النقاط الموجودة في خطّ یمُكِن أنْ تتَقابلَ بالاقتِران مع النقاط
الموجودة في مستوي ذي بعُدیَن، وتلك أیضًا مع النقاط الموجودة في حَجم ذي ثلاثة أبعاد، وھكذا...
فإذا تخیَّلنا أنّ النقاط الھندسیة ھي بمَثابة أحجار بِناء، فقد بیَّن كانتور أنك تستطیع أنْ تضَع كمیةً
معینة منھا بِشكلِ أبنِیة في أي عدد مِن الأبعاد المختلفة...! وكان العذُر الوحید في اكتشافِھ ھو أنّ

َّ



العددَ الحقیقي مِن النقاط الھندسیة التي ذكَرناھا ھنا ھو عددٌ غیر محدَّد وغیر مؤكَّد مِثل عدد الأعداد
غیر العادیة، ولیس ھذا بمُصادفَة لأنّ عددَ النقاط الھندسیة الموجودة على خطّ یرتبط مباشرة بعدَد
الأعداد غیر العادیة في سلسلة الأعداد. وكما ذكَرنا سابقاً، فإنّ سلسلة الأعداد تشبھ حافةّ المسطرة،
ُ نقاطھ الھندسیة مع الأعداد كلھا: الصحیحة والكسریة وغیر وھي لیست إلا خط�ا مستقیمًا تتَكافأ
العادیة، ولأننا لا نعَلمَ كَم لدیَنا مِنَ أعداد غیر عادیة، فلنَ نستطیع معرفة عدد النقاط الھندسیة. وھكذا
فكلُّ ما نستطیع قولھ الآن ھو أنّ عدد النقاط الموجودة في فراغٍ ما، ھو لانھایة ثابتة مھما كان عدد
أبعاد ھذا الفراغ، وأنّ عدد ھذه النقاط ھو أكبرَ من عدد الأعداد الصحیحة، وأنھ یساوي عدد الأعداد
غیر العادیة. بیََّن كانتور أیضًا أنّ عدد النقاط الھندسیة ثابِت أیضًا مھما كان حَجم الفراغ الذي توجَد
فیھ..! أي أنّ ھناك عددٌ مِن النقاط الھندسیة في ھذه الصفحة ذات البعُدیَن یكُافِئ عددَ النقاط الھندسیة
الموجودة في الكِتاب كلھ...! بل ویكُافِئ عدد النقاط الھندسیة الموجودة في ھذا الكَون ذي الأبعاد

الأربعة...!

لو عَرف فلاسفةُ القرون الوسطى ھذه النتائج التي توصَّل إلیھا كانتور، لأدرَكوا أنھم
یستطیعون وَضع مجموعةٍ مِنَ "الملائكة مِنْ مَقاس النقطَة" على رأس دبوّس، ومجموعة مُكافئة مِنَ
"الملائكة - النقّاط" في السماء، التي یفُترَض أنھا ذات عَدد لانھائي مِنَ الأبعاد، وذات ضخامة

لانھائیة...!

ھذه المعلومات الخیالیة الذھنیة عن اللانھایة التي منحَنا إیاھا كانتور ومَن سَبقھ مِن علماء
الریاضیات، تزیدنا تقدمًّا على رَجُل الغابة الذي لا یستطیع أنْ یعَدّ أكثرَ مِن أصابعھ، كما وَصَفھ

برنارد شو، كما أنھا ترَفعَ مستوى تصوّرنا وعلاقتنا بالطبیعة والكون.

منذ زمن قصیر مَضى... لا أكثرَ مِنْ بضعة آلاف مِنَ السنین، لم یكن لدیَنا مِنَ الأرقام ما
یكفي للتعبیر عن عدد حباّت الرّمل في الكُرة الأرضیة. ولذا، فقد كان عدد حباّت الرّمل بالنسبة لنَا
عدداً ھائلاً في كبره، مِثل بعُدنا عن النجوم والمجرّات. ثم اخترَع العالِم أرخمیدس30
Archimedes نظامَ ترقیمٍ مَكَّنھَ مِن التعبیر عن كمیات ھائلة لمَ یكن مُمكِناً قبَلھَ. استخدمَ أرخمیدس
نظامَ الأعداد الذي اخترعَھ، والذي یشكّل البدایة السابقة للنظام العشري المعاصِر، واستطاع أنْ
یحَسب عشرات الآلاف وآلاف الآلاف وآلاف آلاف الآلاف، وفي أحَد كتبُھ، حَسَبَ لأول مرّة في
تاریخ البشریة عدد حباّت الرّمل الموجودة على شواطئ العالمَ كلھ... بل واستمرّ قائلاً: "إنّ عدد
حباّت الرّمل التي يمكن أنْ تحُتوَى ضمن كرَُةٍ مِن مَقاس عالمَِنا هو أقلّ مِن

1000 وحدة من الترتيب السابع للأعداد"، وھذا ما نكَتبھ ھذه الأیام بِشَكل 1052، أو العدد
واحِد مَتبوعًا باثنیَن وخَمسین صفرًا...! كانت ھذه ھي المرة الأولى التي استخدمَ فیھا أي إنسان
تعبیر "أقلّ مِن" في وَصف سِعة العالمَ، ولكنھا لمَ تكَُن الأخیرة. فمنذ ذلك الوقت حتى الآن، تتابعََ
دة. وما توصَّل إلیھ علماء الریاضیات قد علماء الریاضیات في توسیع قدرة الإنسان العادیة المجرَّ
ق الذي تجَاوَز حدودَ الكَون الفیزیائي، حتى أصبحَ بإمكاننا الآن أنْ نجُیب بِثِقة على السؤال المُنمَّ

طرَحَھ ألِكسندر بوب Alexander Pope في قصیدتھ: مَنْ یستطیع أنْ یخَترق الاتِّساع الھائل



ویستطیع أنْ یرَى عوالِم فوق عوالِم في الكَون الواحد،

وأنْ یرُاقب تدَاخل النظام في النظام،

والكواكب الأخرى التي تدور حول شموس أخرى،

والمخلوقات المتنوّعة الأخرى التي تسَكُن كلَّ نجَم،

یستطیع أنْ یقولَ لماذا صَنعتَنْا السماءُ كما نحن.

ولكن في ھذا الإطار، العلاقات والارتباطات،

لات القویة، والتَّبعیة اللطیفة، الصِّ

والتَّدرج المَضبوط،

ھل نظََرتْ فیھا روحكَ الشَّفافة؟

أم ترُى ھل یسَتطیع الجزء أنْ یحتوي الكلّ؟

لم یعَد الكَون الفیزیائي قادرًا على احتوائنا كلی�ا، فنحَن مخلوقاتٌ نھائیة ولانھائیة في الوقت
نفسھ...! لأنّ وجودنا الفیزیائي المادي ھو سَجین العِلم المادي المَحدود المُنتھَي، ولكنّ قدرتنا على
ر جزءٌ منَّا حتى الحدود التَّخیل والتَّصور لیست كذلك. منذ أنْ توصّل كانتور إلى اكتشافاتھ، تحَرَّ
البعیدة التي رَسمَتھا أرقامُ أرخمیدس... ونحن نحُلِّق الآن أحرارًا إلى ما بعد اللانھایة في ھذا الكَون

الفسیح.



الأفكار الفریدة:

اللانھایات الطبیعیة

"لكي ترى عالمًَا في حبةّ رَمل،

وسماءً في زھرةٍ برَیةٍ،

أمسِكْ باللانھایة في قبضَة یدكَ،

وبالخلود في ساعة واحِدة".

William Blake ويليام بليك

من كتاب "أمنيات البراءة"

في عِلم الریاضیات یطُلقَ لفظ: "اللانھایة" على شيء أكبر مما تستطیع عقولنا أنْ
تتصوّره. ولذا، فقد كان ھنالك دائمًا كثیر من علماء الریاضیات ممّن یرفضون التفكیر بأنّ اللانھایة
ھي شيء محدَّد، لأنّ اللانھایة بالنسبة لھم ھي مفھوم غیر تام وغیر كامل، ولیست مفھومًا لشيء أو
لفكرة كاملة تامة یمكن تحدیدھا. وھم یفضّلون تصوّر اللانھایة على أنھا استمرارٌ لا ینتھي لأشیاء

محدَّدة واضحة یمكن تصوّرھا وإدراكھا مِثل سلسلة الأعداد الصحیحة:

1، 2، 3، 4، 5... وھكذا.

أما بالنسبة إلى آخرین من علماء الریاضیات، فإنّ اللانھایة ھي اسمٌ لِمفھوم تامّ ومحدَّد.
ولِحسن حظّ الریاضیات، كان من بین ھؤلاء الذین اعتقدَوا بذلك الألماني جورج كانتور. منذ حوالي
قرَن من الزمان، طرَح كانتور نظریةً مھمة في الریاضیات الحدیثة ھي نظریة المجموعات التي بیَّن

فیھا أنّ اللانھایة ھي شيءٌ یمكن التعامل معھ عقلی�ا كَمفھوم واضح.

أحَد الأسئلة التي طُرحِتْ خلال ھذا الخلاف القدیم المستمر ھو فیما إذا كان لدىَ العلماء أي
دلیل على وجود لانھایة محددّة واضحة في الطبیعة. وإذا كانت مِثل ھذه اللانھایة موجودة، فإنھا
ستكون دلیلاً یعُطِي علماء الریاضیات مُبررًا فیزیائی�ا لافتِراض وجود اللانھایة كَمفھومٍ محددّ
وواضِح. أما إذا لم تكَن مِثل ھذه اللانھایة موجودة في الطبیعة، فربما كان علماء الریاضیات الذین
یصرّون على أننا مخطئون في تصوّر اللانھایة كَمفھوم تامّ ومحددّ على حَقّ في اعتراضھم. وفي
الواقع، ھنالك كثیر من الوقائع العلمیة القدیمة والجدیدة التي تبُینّ وجود النھایة كمفھوم تامّ ومحددّ،
ولا أعني بھذا أنْ أتحدَّث عن اللانھایة الظاھریة للكَون، بل أتحدَّث ھنا عن وجود لانھایات محدَّدة

َّ ُ َّ



ر ومُركَّزة بحیث تعُتبَر أشیاء تامّة ومؤكَّدة، لأنّ الكَون ھو دلیلٌ على الاستنتاج المعاكِس الذي یتصوَّ
أنّ اللانھایة ھي استمرارٌ لا ینتھي لِشيءٍ لا نستطیع تصوّر كلیّتھ، ولا نستطیع دراستھ علمی�ا.

لعل أقدمَ تجسید معروف للانھایةٍ محدَّدة ھو الإلكترون. تمّ عَزل الإلكترون في المختبر
Thales 31لأول مرة سنة 1897، ولكن منذ القرَن السادس قبل المیلاد تنَبَّأ الفیلسوف العالِم طالیس
بوجود جسیمات دقیقة تنقل الطاقة الكھربائیة (كان أحَد أوائل الذین درَسوا صِفات الكھرباء الساكِنة
والتَّجاذب الذي ینشأ عن دلَْكِ قطعةٍ مِنَ العنَبرَ بقماشٍ مِن الصّوف). وفي القرَن الثامن عشر، علِمنا
من نتائج التجارب على الكُرات المَشحونة كھربائی�ا أنّ تأثیر الطاقة الكھربائیة یتنَاقصَ كلما ابتعَدنا
عن مَصدرھا، وكانت مِن أوضح ھذه التجارب تلك التي أجراھا المھندس الفرنسي شارل دو كولون
[كولومب]Charles de Coulomb 32 الذي أكَّد في سنة 1785 أنھ إذا ضاعَفنا المسافة بیننَا وبین

تیَن، فإنّ تأثیر وقوة مَجالھ الكھربائي تنَخفِض أربعَ مرات. مَصدر الطاقة الكھربائیة مرَّ

لعل أبسَط وأغرَب الاستنتاجات التي تترَتَّب على قانون كولومب ھو أنّ الطاقة الكھربائیة
قة، إذا قسَمنا المسافةَ بیننَا وبین إلكترون إلى تزداد قوة كلما اقتربنا مِن الإلكترون، وعلى وَجھِ الدِّ
النصف، فإنّ قوة المَجال الكھربائي ستزداد أربعة أضعاف، وھكذا دوالیك باستمرار كلما تناقصت
المسافة تضاعفت قوة المجال الكھربائي حتى تصبح لانھائیة عند الإلكترون، وفي ذلك تجسیدٌ
فیزیائي محدَّد للاّنھایة، فھذه اللانھایة لا تزداد باستمرارٍ لا ینتھي، بل تتَحدَّد في نقطة واحِدة ھي
ة. وھكذا الإلكترون. لا ینطَبق قانون كولومب في المسافات الصغیرة جِدَّا (تحت الذَّرّیة) داخل الذرََّ
یعُتبَر الإلكترون لانھایة محدَّدة ومُركَّزة وواضحة، وھي لانھایةٌ سَھلةُ الحَمل، لأنّ الإلكترون
یتحرك بسھولة وحریة في كل مكان. لا تستطیع أعیننُا لِسوء الحظّ أنْ ترَى ھذه اللانھایات المحدَّدة
المجسَّدة. ولذا، یتَرتَّبُ علینا مراقبتَھا مِن خلال الأجھزة الإلكترونیة وأجھزة المقاییس العلمیة، مِثل
عداد غایغر Geiger Counter، وغُرَف الشَّرارات (وھي أجھزة تصُدِر أصواتاً أو شَرارات عند
مرور الإلكترونات فیھا، ولكنني أجِدُ من الصعب عليّ أنْ أصدقّ أنّ ھذه الإشارات المتواضِعة

الخافِتة ھي دلیلٌ جید على المظھر الحقیقي الذي یجب أنْ تتمتَّع بھ اللانھایات المُجسَّدة!).

ھناك نموذجٌ ھام آخر في الطبیعة مِن اللانھایات المُجسَّدة، وھو نموذجٌ قد یكون بإمكاننا
رؤیتھ، وھو الثقب الأسود Black Hole... الذي یتألف مِن البقایا المُركَّزة الھائلةِ الكثافة بعد انفجار
نجَمٍ كان نشیطًا ذات یوم. عندما یسَتھلكُ نجَمٌ كلّ وقودِه (الذي یتألف مِن الھیدروجین والھلیوم بشكل
رئیسي) تبَرُدُ مادَّتھ وتصبح معتِمة، ثم بسبب ضعف قوة اندفاع مادة النجم إلى الخارج نتیجة نقص
وقود الانفجارات الھیدروجینیة الھائلة (التي تتوازن عادة مع قوة الجاذبیة التي تشدّ مادة النَّجم إلى
الداخل)، ینَكمِش النجّم على ذاتھ، وھنا إذا كانت كتلة النجّم الأصلیة لیست كبیرة جد�ا (أقلّ مِن ثلاثة
أضعاف كتلة شَمسِنا مثلاً)، فإنّ انكماش النجم على ذاتھ یتوقف عند مرحلة معینة تقدَّر بحَجم كُرةٍ
قطرھا مِن خمسة إلى عشرة آلاف مِیل، وھذا یعني أنّ كتلتھ ستتركَّز في حَجمٍ صغیر نسبی�ا
(بالمقارنة مثلاً مع شَمسِنا التي یبلغ قطرھا الآن 800,000 میل) وھكذا فإنّ تركیز المادةّ في ھذه



النجوم المیتة التي تسُمى: الأقزام البیض، أو النجوم النیوترونیة، ھو تركیزٌ كبیر. ویقدَّر وَزنُ قطعةٍ
مِن ھذه النجوم حَجمھا كَحجم مكعب السُّكر الصغیر بمئة طن تقریباً.

ھذا ما یحدثُ عندما یكون النجّم لیس ھائلَ الحَجم أصلاً، أما إذا كان ضخمًا، فعندما یستھلك
النجّم المیت وقودهَ، فإنھ ینَكمِش إلى نقطة تحت تأثیر قوة الجاذبیة الكبیرة فیھ، وفي ھذه الحالة
یصبح تركیز المادة في ھذا النجم النقُطَِيّ لانھائی�ا، لأن كلّ مادَّتھ تنَضغِط وتتركَّز في حجمٍ مُتناهٍ في
ى ھذا الجسم الذي تتركَّز فیھ المادة بشكلٍ یصعب تصوّره... ھذه الصغر ھو صفر حقیقي. یسُمَّ
ى الثقب الأسود، لأنّ قوة جاذبیة ھذا الجسم ھائلةٌ إلى درجة أنّ الضوء لا اللانھایة المُركَّزة... تسُمَّ
یستطیع أنْ یخَرج منھ، بل ھو الذي یجَذب إلیھ كلَّ ضوءٍ یمرُّ بقرُبھ. إذا جُذِب جسمٌ ما (قمر صناعي
تائھ على سبیل المثال) إلى الكرة الأرضیة، فإنھ یستطیع أنْ یھَرب مِنْ جاذبیة الأرض إذا كان لدیَھ
ما یكفي مِنَ الطاقة الحركیة، ولكنّ الھروبَ مِنْ جاذبیة الثقب الأسود مستحیلٌ حالما یبدأ جسمٌ

بالانجِذاب إلیھ، لأنّ الھروب من جاذبیة الثقب الأسود یحتاج إلى كمیة لانھائیة من الطاقة.

ف الثقبُ الأسود وكأنھ مكنسة كھربائیة لا یمكن مقاومة قدرتھا على سَحب الأشیاء یتصرَّ
الموجودة في مجال فعالیتھا. ولذا، فقد افترُض أنھ إذا استطعنا النَّظر إلى الثقب الأسود عن بعُد، فإن
منظره سیكون بشكل منطقة سوداء، ولن نستطیع أبداً رؤیةَ نقطة التركیز اللانھائي ذاتھا، لأنھا توجَد
في مركَز المنطقة المُعتِمة، ولا یمكن لأي ضوء أن یصَدر عن ھذه اللانھایة المركَّزة ویصِل إلى

عیوننا لكي نراه...!

رًا أنھ إذا كان الثقب الأسود یدور حول نفسھ بسرعة كافیة، اقترحَ بعضُ علماء الفلك مؤخَّ
فقد ینقشَع بعض التعتیم عنھ، وتنكَشف اللانھایة المركَّزة فیھ، ویمكن أن تصَدرُ عنھ أیضًا كمیة ھائلة
من الإشعاعات. إذا كان ھذا صحیحًا، فستكون ھذه فرصة نادرة لكي نشاھد اللانھایة المركَّزة، ولكن
ما زالت ھنالك بعض التساؤلات حول صحة ھذه الفرضیة، ولمَ یستطع حتى الآن سوى فلكيٌّ واحِد،
ھو الأمریكي جوزیف ویبر Joseph Weber أنْ یدعّي رؤیةَ إشعاعات صادرة عن مركَز مجرّتنا
یمكن أنْ تكون صادِرة عن ثقبٍ أسود یدور حول نفسھ، ولكنّ العلماء الآخرین الذین بحَثوا عن
مَصدر الإشاعات ھذا لم یستطیعوا رؤیتھ. وھكذا تظلُّ الأمور مبھمَة فیما یتعلَّق بالثقب الأسود

الدَّوار.

أما الثقوب السوداء "العادیة"، فقد تمكَّن أغلب علماء الفلك مِن رؤیة بعضھا في الكَون بین
Constellation د علماء الفلك على وجودِ ثقبٍ أسود في مجموعةِ كَوكَبة الدجاجة النجوم، ویؤكِّ
Cygnus متزاوجًا مع نجَمٍ عادي. وسببُ تأكُّدھم من ذلك، ھو أنھم عندما درَسوا الحركةَ
المضطربة لھذا النجّم العادي، تأكَّدوا من ضرورة وجود جسم ھائل بِالقرب منھ، ولكن عندما بحَثوا
عن ھذا الجسم الھائل المُجاور، لم یشاھدوا شیئاً، فاستنَتجَوا أنّ ھذا المُرافِق الھائل الذي لا تمُكِن

.Cygnus x-1 مشاھدتھ ھو ثقبٌ أسود أطلقوا علیھ اسم

َّ



رًا بأنّ الثقوب السوداء "العادیة" یمكن أنْ تكون أصغرَ بكثیر مما كان تنَبأّ علماء الفلكَ مؤخَّ
یعُتقد في الأصل، وھناك بعض المشاھَدات الفلكَیة التي تؤید ذلك. حَسبَ نظریات عِلم الفلكَ الحدیث،
فإنّ ھذه اللانھایات المركَّزة التي یلفُّھا الظلام یمكن ألا یزید قطرھا على قطر نوَاة الذَّرة (وھو
0.0000000000001 سنتیمترًا تقریباً)، ویمكن أنْ تتحرك مِثل الإلكترونات، ویفُترض أنّ ھذه
الثقوب السوداء الصغیرة قد تشكَّلتْ منذ عشرة بلایین سنة تحت تأثیر الضغط والحرارة الھائلیَن
اللذان یعُتقد بأنھما كانا موجودیَن عندما كان الكَون في بدایةَ تشَكُّلھ. وعلى الرغم من أنّ ھذه الثقوب
السوداء صغیرة جد�ا، إلا أنھا ذات كتلة ھائلة التركیز، ویمكن أنْ تؤديّ إلى ضَرر كبیر في أيّ جِسم

تصطَدم بھ.

عندما اقترُِحتْ فرضیةُ الثقوب السوداء الصغیرة ھذه، فسََّر كثیر من العلماء الانفجارَ
الغامض الھائل الذي حدثَ في سنة 1908 في منطقة تونغوسكا Tunguska في سیبیریا بأنھ ربما
حدثَ بسبب اصطدام أحَد ھذه الثقوب السوداء الصغیرة بالأرض في تلك المنطقة. ذكََر سكانُ تلك
المنطقة آنذاك أنھم شاھدوا كُرةً ناریةً تخَترقُ السماء ذات ضِیاء شدید "ظهَرت الشمس حِيالهَ
مُعتمة مُظلمة". ولا یمكن التأكد من حقیقة ما حدثَ ھناك بالطبع، ولكن مِن حیث المبدأ، فإنّ
اصطدام الثقب الأسود الصغیر یمكن أنْ یصُدِر كمیة ھائلة مِن الطاقة تساوي الطاقة الناتجة عن

انفجار قنبلة نوویة.

یسُمّي العلماءُ اللانھایات المركَّزة، مِثل الإلكترون والثقب الأسود، باسم: المُنفرَِدات أو
دات Singularities. وھي كما رأینا نقاط في الفراغ تتركَّز فیھا كمیةٌ فیزیائیة لانھائیة في المُتفرِّ
مقدارھا. ولذا، فإنّ مجرد قبولنا للاعتقاد بوجودِھا یخُفِّف مِن حدَّة الاعتراض القائل بعدمَ وجود سبب
د Singularity ھو لانھایةٌ معقول لِتصوّر اللانھایة وكأنھا شيءٌ تامٌّ ومحدَّد. المُنفرَِد أو المُتفرِّ
محدَّدة یمكنكَ أنْ تمسكَ بھا في یدكَ. وفي الحقیقة، إذا فكرنا بالإلكترون فھناك بلایین وبلایین مِن

الإلكترونات موجودة في یدكَ الآن...!

بما أنّ ھذه المنفردات موجودة فیزیائی�ا بالفعل، فلا یبدو غریباً أنْ ندُافِع عن وجودھا
المعنوي، وأنْ یتمّ التعبیر عنھا في الریاضیات. لا یعني ھذا أنّ إدراكنا لِوجود ھذه المنفردات
فیزیائیاً یجعلنا نقَترِب مِن إدراك وتصوّر كِبر اللانھایة، ولكننا نصُبح أقرَب إلى قبول التَّصور بأنّ
ا ذا حدودٍ واضِحة، بدلاً مِنْ تصوّرھا كجَبھة مستمرة في التقدُّم اللانھایة یمكن أنْ تكون كلا� تام�

والاتسّاع بشكلٍ لا ینتھي، ودون حدود.

ھنالك نموذج ھام آخَر یؤید تصوّر اللانھایة كشيءٍ محدَّد حتى ولو لم یكتشف العلماء
منفرِدات مِثل الإلكترون، والثقب الأسود... نموذجٌ كان موجوداً منذ أنْ خطرَتْ لنَا فكرة اللانھایة،
وأطلقَنا علیھا ھذا الاسم، وانغمَسنا في حِوار طویل حول صِفاتھا... لعلّ أقدمَ نموذج یمثِّل لانھایةً
داً عن الإلكترون محدَّدة ھو العقل نفسھ. لأنّ اللانھایة موجودة في العقل... العقل الذي لا یقلُّ تفرُّ

والثقب الأسود.



اختراع الحقيقة:

تطبيق الرياضيات البحَتة

"یجَمعُ رئیسُ الوزراء... الخیالُ،

یجَمعُ الكونَ المجھول كالجواھر في كأس مرصَّع..".

جون دافيدسون John Davidson من كتاب "وعاء یسَع البحر"

آمَن الفیلسوفُ الإغریقي أفلاطون بأنّ كلّ ما یمُكِن تخیلّھ وتصوّره یوجَدُ في الحقیقة في
مكانٍ ما ھنا أو ھناك في ھذا الكَون، وشاركَھُ ھذا الاعتقاد أیضًا كثیر من رواد العِلم الأوروبیین في
القرَن الثامن عشر، مِثل الفیلسوف الإنكلیزي جون لوك John Locke. قادھَم إیمانھم بھذا التَّصور
إلى أنھم صدَّقوا كل ما قیلَ لھم من أخبار عن رؤیة حوریات البحر وغیرھا من غرائب خیال
الإنسان. ھذا المبدأ الذي یدعى: مبدأ الوفرة Principle Plenitude وھو ینَصُّ على أنّ كل شيء
مُمكِن الوجود ھو مؤكَّد الوجود (متوفِّر)، ویعُتبر ھذا المبدأ فرضیة واھِنة ضعیفة فیما یتعلَّق
بالأشیاء التي نتخَیلھا، ولكنھ حقیقة بیَِّنة فیما یتعلَّق بالتَّصورات في الریاضیات، حتى عندما تكون
غریبة كَغرابة حوریات البحر. لقد ثبَتتْ صِحة ھذا المبدأ في كلّ فرع مِن فروع الریاضیات، وبشكلٍ
خاصّ في علوم الجَبر (العِلم الذي یدَرس العلاقات الحسابیة بین الأعداد)، فخلال القرون الأربعة
الفائتة، اكتشَف علماءُ الجَبر أنواعًا جدیدةً غریبةً مِن الأعداد، وكلما اكتشَفوا نوعًا جدیداً غریباً مِن
الأعداد، اكتشفوَا بعد حین أنھ یصُلِحُ لِوَصف شيءٍ حقیقي. تزداد الحقائق التي تؤیدّ صحِة مبدأ
الوفرة ھذا إذا عرفنا أنّ الأفكار في الریاضیات تنَشأ عادة في العقول القادرة على التَّخیل، والتي
یكون ھدفھا الأول ھو أنْ تكون عقلانیة ومنطقیة أكثرَ من كَونھا واقعیة وحقیقیة، وإنّ التوافق
الشامل بین العالمَ الذي یتصوّره علماءُ الریاضیات وبین العالمَ الطبیعي الواقعي لم یحَصل بسبب

سَعي علماء الریاضیات لِوَصف حقائق الطبیعة.

یسَعى علماءُ الریاضیات في عِلم الجَبر إلى دراسة كل الطرائق التي یمكن أنْ تترابط فیھا
الأعداد من خلال العملیات الحسابیة العادیة: الجَمع والطرح والضرب والتقسیم. فمَثلاً في دراسةِ
علاقة جَمع بسیطة مِثل: 3 + 4 = 7 أثبتَ علماءُ الجَبر أنّ جَمعَ عددٍ صحیح إلى عددٍ صحیح، ینَتج
عنھ دائمًا عددٌ صحیح. وھُم یعُبَرّون عن ذلك بقولِھم إنّ الأعداد الصحیحة "مُغلقَة" في حالةَ الجَمع،
ویكتبونھا باختصار بِشكل المعادلة س + ص = ع حیث یمثلّ كلّ حَرف مِن حروف ھذه المعادلة

عدداً صحیحًا.



نھم مِن وَصف علاقةٍ حسابیة یسَتخدم علماءُ الجَبر الحروفَ لِتحلَّ مَحلَّ الأعداد لأنھا تمكِّ
تشمل فئةً كاملة من الأعداد. عندما تسُتبدلَ كلُّ الحروف ما عدا حَرف واحِد في معادلة شاملة مِثل:
س + 4 = 6 فإنّ الحَرف الباقي (س) یلعبَ دوَر العدد الصحیح الوحید الذي یمكن أنْ ینسَجم مع ھذه
المعادلة التي تعُتبر مسألة یجب حلھّا. تمثلّ ھذه المعادلة الجَبریة واحِدة مِن أبسَط المعادلات الجَبریة
التي یمكن تصوّرھا، ویستطیع أغلبنُا أنْ یحلَّھا ذھنی�ا (والجواب ھنا بالطبع ھو س = 2). ولكن
بعض المعادلات الجَبریة المعقدةّ لا یمُكن حلُّھا بسھولة (مَثلاً العدد الصحیح (س) الذي یحلّ المعادلة
س3 + س2 + 3 س + 4 = 96 ھو س = 4). وقد انصرَفتْ جھودُ علماء الجَبر على مرِّ السّنین إلى

استنباط الحلول لِمثل ھذه المعادلات.

في القرَن السادس عشر، لم یعترَف علماءُ الجَبر [الأوروبيون] إلا بوجود الأعداد
الموجبة، ولكنھم عرفوا منذ ذلك الوقت أثناء حلِّ بعض المعادلات الجَبریة أنّ قیمة (س) قد تكون
نوعًا آخر من الأعداد. ففي المعادلة س + 3 = 2 مثلاً، فإنّ س = -1، ولكن الأعداد السالبة كانت
مشكلة أمام علماء الجَبر قبَل أربعة قرون مضَت33. یمُكن تمثیل الأعداد الموجبة بشكلٍ ماديّ
مَلموس بشكلِ أحجار أو علامات على الورق، ولكنھ من الصعب قبول وجود شيء "أقلّ مِن لا
شيء" كما اشتكى الفیلسوف وعالِم الریاضیات الفرنسي رینیھ دیكارتRené Descartes 34. وفي
الحقیقة، فإن عدم وجود طریقة منطقیة للتفكیر بالأعداد السالبة، وعدم وجود نموذج یوضح مفھوم
ھذه الأعداد، كانا وراء معاناة علماء الجَبر في فھم ما یعَنیھ جَمع وطرح وضَرب وتقسیم الأعداد
السالبة. لذلك، لم تعُتبَر الأعداد السالبة آنذاك أشیاء قانونیة شرعیة في دراسة الجَبر، ولم یكن لوجود

ھذه الأعداد في بعض المعادلات أھمیة، إلا كأھمیة وجود كلمات مُبھَمة في اللغة.

في أواخر القرَن الثامن عشر، تعلمّ علماء الجَبر كیف تطبَّق العملیات الحسابیة على
الأعداد السالبة، وارتبطَ ھذا بمَفھوم الاستِدانة والاستِقراض، فمثلاً: إذا كان لدیك -10 دولارات في
حسابكَ، فھذا یعني أنّ علیك دیَناً یساوي 10 دولارات، وإنّ طَرح (-10) یساوي تمامًا إضافة
(+10) لأنھ كما لاحظَ عالِم الریاضیات السویسري لیونھارد أویلرLeonhard Euler 35 في سنة

1770: "إنّ وفاءَ ديَنٍ يساوي إعطاء هدية".

توصَّل علماء الجَبر أیضًا إلى طریقةٍ لِضرب الأعداد السالبة، وھي طریقةٌ یسَھل تمثیلھا
ر مثلاً وجود نوعَین مِن الأصوات في الانتخابات: الأصوات الموجبة بموقف عادي. تصوَّ
والأصوات السَّلبیة. الصوت الإیجابي ھو الذي أعَطَى رأیھ، وبذلك فھو یؤثِّر إیجابی�ا على نتیجة
الانتخاب، والصوت السَّلبي ھو الذي یحَقّ لھ التصویت لكنھ لم یعُطِ رأیھ، وبذلك فھو یؤثِّر بشكلٍ
غیر مباشر على نتائج الانتخابات. لكي تدركَ كیف ینطَبق ھذا المِثال على طریقة ضَرب الأعداد
ر أنّ كل صوتٍ مؤیِّد لِقضیةٍ ما یساوي عَشر نقاط إیجابیة، وأنّ صوتاً معارضًا لھذه السالبة، تصَوَّ
القضیة یساوي عَشر نقاط سلبیة. في ھذه الحالة ھناك طریقتَان لِنجاح القضیة المقترَحة: إما بتقدیم
تصویتٍ موافِق، أو بعدم تقدیم تصویتٍ معارض. تمثِّل الطریقةُ الأولى أسلوب الضرب العادي



المُتبّع في ضَرب الأعداد الموجبة، وھذا یعني أنھ إذا تقدَّم خمسة ناخِبین بأصواتھم المؤیِّدة، فإنّ
القضیة المقترَحة سَتكسب خمسین نقطة إیجابیة (5 * 10 = 50). وتمثِّل الطریقةُ الثانیة أسلوب
ضَرب الأعداد السالبة، وھذا یعني أنھ إذا لمَ یتقدَّم خمسة ناخبین بأصواتھم المعارِضة، فإنّ القضیة
المقترَحة سَتكسب بشكلٍ غیر مباشر خمسین نقطة إیجابیة (-5 * -10 = 50)، خمسون نقطة تفَوَّق
كان مِن المُمكِن ألا تكسبھا القضیةُ المقترَحة، أو بكلمة أخرى خمسون نقطة كان من المُمكِن أنْ

تخسَرھا القضیةُ المقترحة.

باختصار، إنّ حاصِل ضَرب عدد موجب بعدَد موجب، وحاصِل ضَرب عدد سالب بعدد
سالب ھو عددٌ موجب دائمًا. تسمّى ھذه القاعدة بقانون الإشارات. ومِن بین كلّ القواعد الجَبریة التي
تتعلَّق بالأعداد السالبة، تثُیر ھذه القاعدة الحِیرةَ والارتباكَ لدىَ أكثرَ الناس. وقد عبَّر الشاعر أودن
W.H. Auden عن نفَاد صَبره مع قانون الإشارات في سَطرَین: "سالب ضرب سالب
يساوي موجب، وسَبب هذا لا يمكننا مناقشته". وعلى كل حال، فإنّ قانون الإشارات

لیس أكثر غموضًا من مفھوم (نفَي النَّفي إیجاب) الذي نعَرفھ جمیعاً في اللغة.

طبقَّ العالِم الإنكلیزي بول دیراكPaul A.M. Dirac 36 في سنة 1930 مبدأ الأعداد
السالبة في دراسَتھ النظریة للفیزیاء النوویة، وخرجَ بنظریةِ المادةّ السَّلبیة أو المادةّ المُضادةّ
Antimatter كما تسُمى ھذه الأیام. تنَبأّ دیراك بوجود جُسیم بسیط یمُكن تشبیھھ بالإلكترون
السالب، وحَسب نظریتھ، فإنّ ھذا الجُسیم لھ كتلة تساوي كتلة الإلكترون، ولكنّ شحنتھ الكھربائیة
إیجابیة بدلاً مِن أنْ تكون سَلبیةً مِثل الإلكترون، وأنھ إذا وُجِد ھذا الجُسیم بالقرُب مِن الإلكترون،
فإنَّھما یفنیان بعضھما فورًا. أطَلقَ دیراك اسم البوزیترون Positron (الإلكترون الموجِب) على
فة ھي ھذا الجُسیم الذي كانت أغرب صِفاتھ ھي تلك العلاقة المُتنافِیة مع الإلكترون، وكانت ھذه الصِّ
ما تصوّره دیراك عمّا یمُكن أنْ یحَدث لجُسیم عاديّ مِثل الإلكترون عندما یلتقَي بِنقَیضِھ، وذلك مِثلما
یحَدث عند إضافة (-10) إلى (+10) والنتیجة سَتكون صفرًا وانعِدامًا بالطبع. في سنة 1939
Carl D. 37تأكَّدت نظریةُ دیراك بكلّ جوانبھا عندما اكتشَف الفیزیائي الأمریكي كارل أندرسون
Anderson وجودَ البوزیترون، ومنذ ذلك الحین ثبَتَ وجودُ البوزیترون في عدید من التجارب
المخبریة، بل ووجود عددٍ آخَر مِن الجُسیمات المضادَّة للجُسیمات الذرّیة المَعروفة، مِثل البروتون
ا مِن العالمَ الطبیعي، Proton والنیوترون Neutron، وھكذا تعُتبر المادةُ المضادَّة الآن جزءًا مھم�
مَثلھا كَمَثل الأعداد السالبة في عالمَ الجَبر. توجَد المادة المضادَّة بوفرة في عالمَ الجُسیمات الذرّیة،
ولكنھا تكاد تكون معدومة الوجود في ظروف الحیاة العادیة على ھذا الكوكَب، ویتَوقَّع بعضُ علماء
الفضاء والفلكَ وجودَ نجوم، بل ومجرات كاملة مِن المادة المضادَّة في ھذا الكَون الفسیح. والآن على
الرغم من أنّ النظریات العلمیة تتَّفق على أنّ المادة المضادَّة في العالمَ الفیزیائي ھي تجَسیدٌ للسَّلبیة

في عالمَ الریاضیات، إلا أنھا تختلف في تفسیر "السَّلبیة" في ھذا النوع من المادة.

َّ



حَسب نظریة دیراك، یتعلَّق التفسیر بالطاقة، إذ یقول دیراك إنّ وجودَ بوزیترون لھ طاقةَ
إیجابیة ھو التَّجسید الفیزیائي لِعدم وجودِ إلكترون لھ طاقةَ سَلبیة، أي أنّ البوزیترونات بكلمة أخرى

مَعقولة بشكلٍ إیجابي، مثلما أنّ عدم وجود أي صوت ھو صَمتٌ مؤكَّد بشكل إیجابي.

أما ریتشارد فینمانRichard Feynman 38، الفیزیائي الأمریكي الحائز على جائزة
ك إلى نوبل، فیقول إنّ "سَلبیة" المادة المضادَّة تتعلَّق بالزمن، وھو یقول إنّ البوزیترون الذي یتحرَّ
ك إلى الأمام ك إلى الوراء في الزمن، ویعني بالتحرُّ الأمام في الزمن، یكُافئ الإلكترون الذي یتحرَّ
كًا في الاتِّجاه السَّلبي، وعلى الرغم من وجود ك في الاتِّجاه الإیجابي، والتَّحرك إلى الوراء تحرُّ التحرُّ
بعض الممیزات في فكرة فینمان، إلا أنّ العلماء لا یملكون مِن الأدلةّ ما یكفي لِتفضیل نظریةٍ على
أخرى، ولكنّ كِلتا النظریتیَن تسَتخدِمان مبدأ الكَمیات السَّلبیة. ومِن الصحیح القول، إنّ جُسیمات

المادة المضادَّة ھي تجَسیدٌ فیزیائي للأعداد السالبة في الریاضیات.

كانت الأعداد السالبة مبھَمة بالنسبة لعلماء الجَبر في القرَن السادس عشر، مثلما كانت
كومات القشّ التي رسمَھا كاندینسكي Kandinsky مبھَمةً بالنسبة لِلرسامین في القرَن التاسع عشر.
وكانت الأعداد التَّخیُّلیَّة Imaginary Numbers أكثرَ غموضًا وإبھامًا بالنسبة لعلماء الجَبر في
القرَن السادس عشر، مثلما كانت تكَعیبیة بیكاسو Picasso غامِضة بالنسبة لِرسَّامي القرَن
العشرین. الأعدادُ التَّخیلیة ھي أعدادٌ لیست سالبة ولیست موجبة...! ولكنھا أعدادٌ فرََضَتْ نفسَھا على

علماء الجَبر عندما ظَھرتْ أثناء حلّ بعض المعادلات الجَبریة.

لنأخُذ مثلاً المعادلة الجَبریة العادیة (س * س = 4) وھذا یعني أن (س2 = 4). تحَُلُّ ھذه
المعادلة عندما تساوي (س) الجَذر التربیعي للعدد 4، وھو العدد 2 أي (س = 2)، لأنّ العدد 2 ھو
العدد الذي إذا ضُرِب بنفسِھ كان الناتج 4، أو بالتعبیر الجَبري: العدد 4 ھو مُربَّع العدد 2، وبالعكس
فإنّ العدد 2 ھو الجَذر التَّربیعي للعدد 4، أي (√4= 2). وفي المعادلة الجَبریة (س2 = -1) تكون
قیمة (س) التي تحَلُّ ھذه المعادلة ھي س = 1 - √ أي الجَذر التربیعي للعدد (1 -)، وھو عددٌ لیس
سالباً ولیس موجباً! لأنّ حاصِل ضرب عدد موجب بنفسِھ ھو عددٌ موجب دائمًا، كما أنّ حاصِل
ضرب عدد سالب بنفسِھ ھو عدد موجب دائمًا حَسب قانون الإشارات، وھكذا فإنّ قیمة (س) في ھذه

المعادلة ھي عددٌ لیس سالباً ولیس موجباً..!

عندما لاحَظ علماءُ الجَبر ھذا في القرَنیَن السادس عشر والسابع عشر، كان علیھم أنْ
روا العدد 1 - √ على أنھ عددٌ غیر معقول وغیر منطقي، وقد أطلقَ دیكارت على ھذا العدد یتصَوَّ
وأمثالھ مَن الجُذور التربیعیة للأعداد السالبة اسم "الأعداد التخََیُّلیةّ"، ووَصَفھا عالِم الریاضیات
الألماني غوتفرید لایبنیتزGottfried Leibnitz 39 بأنھا "نفَحات رائعة مِن روح الإله".
كانت ھذه التسمیات والأوصاف المبھَمة ھي كلّ ما استطاع علماء الجَبر تقَدیمھ في ذلك الوقت، لأنھ
لم یكَن لدیَھم أي تفسیر منطقي لھذه الأعداد التَّخیلیة، ولم یستطیعوا أنْ یتفھَّموا ما یعنیھ جَمع وطَرح



وضَرب وتقسیم ھذه الأعداد، لأنھ لم یكن لدیَھم أي نموذج مَبدئي لھا. ولذا، لم یكُن لدیھم أي سبب
للاعتقاد بأنّ ھذه الأعداد التَّخیلیة ھي جزء منطقي معقول مِن عِلم الجَبر.

Caspar 40ولكن، في سنة 1797، اكتشفَ عالِم المَساحة النرویجي كاسبر ویسل
Wessel طریقةً لِتوضیح الأعداد التَّخیلیة، واعترَف علماءُ الجَبر أخیرًا بأنّ الأعداد التَّخیلیة لھا
مكانتھَا في عِلم الجَبر إلى جانب الأعداد الحقیقیة (مجموعة الأعداد السالبة والموجبة). كان مفتاح
اللغّز ھو في تصوّر الأعداد التَّخیلیة على أنھا موجودة في بعُْدٍ آخَر یخَتلفُ من الناحیة الریاضیة عن
رنا أنّ الأعداد الحقیقیة ھي بمَثابة البعُد الذي توجَد فیھ الأعداد الحقیقیة. أي بكلمة أخرى، إذا تصوَّ
تدَریجاتٍ أو أرقام على مِحوَرٍ عموديّ، فإنّ الأعداد التخّیلیة ھي بمَثابة تدریجات أو أرقام على
ر كیف یمكن توسیع مفھوم الجَمع مِحوَر أفقيّ. استطاع ویسل بھذا التمثیل النموذجي البسیط أنْ یفسِّ
والطرح والضَرب والتقسیم لِكي یشَمل الأعداد التَّخیلیة في عِلم الجَبر. فمثلاً إنّ جَمع عدد حقیقي إلى
عددَ تخیُّليّ یختلفُ عن جَمع عددیَن حقیقیین، وھو یشُابھ التوفیق بین التدریجات العمودیة

والتدریجات الأفقیة، والنتیجة لیسَت حاصِل جَمع عدديّ، وإنما ھي إحداثیاتٌ لِنقطة على سَطحٍ ما.

یمكن تحدید كلّ نقطة على سطح الأرض، أو على خریطة، بحسب إحداثیاتھا العمودیة
والأفقیة، أي حَسب خطوط الطول والعرَض، وھكذا حَسب فرضیات ویسل، فإنّ العلاقة بین الأعداد
رِ سَطحٍ یشبھ سَطحَ خریطَةٍ تحُدَّدُ علیھ كلّ الحقیقیة والأعداد التَّخیلیة یمكن أنْ تفُسَّرَ تمامًا بتصوُّ
نقطةٍ بِزَوجٍ مِن الأعداد: عددٌ تخیليٌّ یقُاس على المِحور العمودي (أو الطولي)، وعددٌ حقیقيٌّ یقُاس
على المِحور الأفقي (أو العرَضي)، وأطلقَ ویسل على ھذا السَّطح الریاضي اسم: المستوي المركَّب

.Complex plane

Albert Einstein بعد مرور مئات السنین على اكتشاف ویسل، طَبَّق ألبرت أینشتاین
ومعاصِروه مبدأ الأعداد التَّخیلیة في دراساتھم للزمن والمكان، وكانت إحدى نتائجھم ھي النظریة
الخاصة في النسبیة Special Theory of Relativity التي تمّ التعامل فیھا مع المكان والزمن
على أنھما بعُدان فیزیائیان مختلفان یمُثِّلان خطوطَ الطول والعرَض في الكَون. وھذا یعني أنّ كل
نقطة في الكَون لا یمُكن أنْ تحَُدَّد بدقَّة إلا إذا تمّ تحدید مَوقِعھا المكاني والزمني. ینَسَجم ھذا الجزء
من النظریة مع التجربة الواقعیة العادیة، فعندما نرُید ترتیبَ مَوعد لِمقابلة شخصٍ آخَر، لا بد مِنْ أنْ
نحَرص على توضیح مكان وزمن اللقاء. وفقَ ھذه النظریة، فإنّ الخریطةَ الصحیحة الوحیدة للكَون
ھي الخریطة التي یقُاس فیھا البعُد المكاني بالأعداد الحقیقیة، ویقُاس فیھا البعُد الزمني بالأعداد
التَّخیلیة. وھذا یعني أنّ الكَون ھو تعَبیرٌ فیزیائي عن المُستوي المركَّب في عِلم الجَبر، وقد أكَّدت
جمیعُ التجارب التي أجُرِیتَ على صحّة ھذه النظریة. بعَدما طرَح أینشتاین سنة 1905 النظریةَ
الخاصة في النسبیة، أظَھرَت القیاساتُ المخبریة أنّ الكَون ھو مكانٌ تكَونُ فیھ دقَّات الساعَة
كَة أبطَأ مِنْ دقَّات الساعة السَّاكِنة، وتتَقلَّص فیھ الأجسامُ في البعُد الذي تتَحرك باتِّجاھھ. وھذه المُتحرِّ

ھي صِفات وخواص الكَون الذي یصَفھُ عالمَ الریاضیات.
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عندما تضُاف الأعداد التَّخیلیة، یمكن فھَم عِلم الجَبر التقلیدي منذ أنْ درَسھ الفراعنة، كَعِلم
محدَّد یضمّ الأعداد الموجبة والأعداد السالبة والأعداد التَّخیلیة معاً في نوعٍ واحِد من الأعداد التي
یمُكن أنْ نسمیھا: الأعداد التقلیدیة Traditional Numbers، وأنْ نقول: إذا جُمعتَ الأعدادُ
التقلیدیة أو طُرِحَت أو ضُرِبت أو قسُّمت فإنّ الناتج سَیكون عَدداً تقلیدی�ا. ولا یعني ھذا أنّ عِلم الجَبر
قد أصبح عِلمًا راكِداً جامِداً منذ سنة 1797 حین اكتشَف ویسل نظریتھ في الأعداد التَّخیلیة. فمنذ
القرَن التاسع عشر، اخترعَ علماءُ الجَبر أنواعًا جدیدة من الأعداد لِیلعبَوا بھا. واستنَبطوا أنواعًا
د Abstract Algebra، وكلّ نوعٍ مِن ھذه الأنواع من الأعداد ھو نوَعٌ جدیدة من عِلم الجَبر المُجرَّ
دة د، استبُْدلتْ الأعدادُ التقلیدیة بأعداد مُجرَّ مستقلٌّ قائم بذاتھ، ففي كلّ نوعٍ من أنواع عِلم الجَبر المُجرَّ
Abstract Numbers لا تشُبھ الأعداد التقلیدیة إلا في أنھا یمُكن أنْ تجُمع وتطُرح وتضُرب وتقُسّم
ر مثلاً أنّ الأعداد الموجبة والسالبة والتَّخیلیة بالنسبة لأنواع بطریقة منطقیة محدَّدة. یمكنكَ أنْ تتصَوَّ
عِلم الجَبر ھي بمَثابة العروق البشَریة بالنسبة للأنواع الحیوانیة، وھكذا یختلفُ كلُّ نوعٍ من أنوع
دة عن الأعداد التقلیدیة، وعن بقیة أنواع الأعداد المجرّدة، مثلما تخَتلفُ الفِیلةَُ أو الأعداد المُجرَّ

الزرافات أو الأسودُ عن البشَر.

د یمكن منذ عام 1840 انطلقَ علماء الجَبر في تخیلاّتھم لأنواع مِن عِلم الجَبر المُجرَّ
تسمیتھا بأنواع الجَبر الخارِقة التَّجرید: ففي الأعداد التقلیدیة والمُجرّدة، لا یھمّ ترتیبُ الأعداد في
عملیة الضَّرب، إذ تكون النتیجة واحدة في كلّ الحالات، فمثلاً 2 * 3 = 6 وكذلك 3 * 2 = 6
Commutative فة في عِلم الجَبر (الأعداد الاستِبدالیة ى الأعدادُ التي تنَطِبق علیھا ھذه الصِّ تسُمَّ
دة والأعداد التقلیدیة كلھَا أعداداً استِبدالیة. ولكنّ الأعداد الخارقة Numbers). وتعُتبَر الأعدادُ المجرَّ
التَّجرید Super-abstract Numbers لیست استِبدالیة، وھي بذلك تعُتبر أكثرَ غَرابة وبعُداً عن
تجربتنا وعن مَعرفتنا بالأعداد. ولكنّ كثیرًا من ھذه الأعداد الجَبریة المُجرّدة والخارقة التَّجرید قد
وَجدتْ لھا تطبیقاً عمَلی�ا ناجحًا في وَصف الحقائق، مَثلھا في ذلك كمَثل الأعداد التقلیدیة، حتى أصبحَ

مبدأ التَّعدد مَبدأ مقبولاً وواقعاً ثابتاً في اختراعات واكتشافات عِلم الجَبر.

Matrices ى: المَصفوفات تبَیَنَّ أنّ أحَد أنواع ھذه الأعداد الجَبریة الخارقة التَّجرید ویسُمَّ
ھو بالضبط ما احتاج إلیھ العلماء لِوَصف الظواھر الفیزیائیة في الذَّرَة وأجزائھا.

اخترُعتْ المَصفوفات سنة 1860 مِن قِبل عالِمَي الریاضیات الإنكلیزیَّین جیمس
سیلڤسترJames J. Sylvester 41 وآرثر كایليArthur Cayley 42. بعَد ذلك بحوالي سِتین سنة،

استخدمَ عالِم الریاضیات الألماني ڤیرنِر ھایزنبیرغ43

ة. Werner Heisenberg المَصفوفات في وَصف نظریة كاملة عن خواصّ الأشیاء داخِل الذرََّ
يّ) Quantum Mechanics، وعلى عُرفتَْ نظریةُ ھایزنبیرغ بنظریة المیكانیك المَوجي (أو الكَمِّ
مرِّ عشرات السنین منذ أنْ طُرِحتْ ھذه النظریة، أثبتتَ التجاربُ العدیدة صِحة توقُّعاتھا، حتى شَھِدَ
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ة، وتتعلَّق كلٌّ مِن أغلبُ العلماءُ بصِحتھا. إنھا نظریةٌ مَشحونة بفرضیاتٍ ثوریة جدیدة عن عالمَ الذرََّ
ھذه الفرضیات ببعَض الخواص الجَبریة للمَصفوفات. فمَثلاً إنّ عدم خضوع المَصفوفات للاستِبدال
ا في صِفات في عملیة الضرب یتعلَّق بالفرضیة التي تقول بأنھ إذا أحَدثَتْ طریقةُ القیاس تغییرًا مھم�
ا لا بد منھ الشيء الذي یخَضَع للقیاس، فإنّ إجراءَ القیاسات في تتَابعٍ وتسَلسلٍ محدَّد یصُبح أمرًا مھم�
للوصول إلى نتائج صحیحة، وإذا طبَّقنا عملیةَ الضَّرب على مَصفوفتیَن أو أكثرَ، فإنّ النتائج ستكون
قتَ شیئاً مِن مختلفة حَسب الترتیب والتسلسل الذي تمّت فیھ عملیة الضَّرب. أي مِثل قولنا إنكَ إذا تذوَّ
العصَیر في كأسٍ أولاً، ثم وَزَنتَ الكأسَ ثانیاً، فإنك ستحصَل على وزنٍ یختلفُ عن الوزنِ الذي

قتَ العصَیر ثانیاً. تحَصل علیھ فیما لو وَزَنْتَ الكأسَ أولاً، ثم تذوَّ

ر العلماءُ قبَْل المیكانیك الكَمّيّ أنھم یستطیعون مراقبةَ ودِراسة العالمَ الفیزیائي مِن تصََوَّ
حولھم دون أنْ یثُیروا فیھ أي اضطرابٍ إذا كانت دراسَتھم لطیفة حَذِرة، وھذا صحیحٌ فیما یتعلَّق
بكثیر من الظواھر في العالمَ الطبیعي، ففي عالمَ حیاتنا الیومیة العادیة مثلاً، لا تخَتلفُ النتائج إذا
أصغىَ الطبیب إلى دقَّات قلبِنا أوّلاً، ثم قاسَ حَرارتنا ثانیاً، أو إذا فعَلَ ذلك بترتیبٍ مُعاكِس، ویستخدِم

العلماءُ الأعدادَ التقلیدیة في وَصفِ ھذه القیاسات الاستِبدالیة.

ة، وأنْ ولكن حَسب نظریة المیكانیك الكَمّيّ، لا یستطیع عالِمٌ قیاسَ ظاھرةٍ في عالمَ الذرََّ
یھُمِل التغییرَ الھام الذي یسُبِّبھ ھذا القیاس. یسُمّى ھذا المبدأ بمَبدأ ھایزنبیرغ في عدمَ التَّحدید أو عدم
التأكُّد Heinsenberg Uncertainty Principle وھو یمثِّل تعبیرًا فیزیائی�ا عن بعض الخواص
الجَبریة للمَصفوفات. وبكلمة أخرى، فإنّ محاولاتنا إدخالَ أصابِعنا في عالمَِ الأجسام المُتناھیة في

غر، سیظُھِر لنا دائمًا أنّ أصابِعنا ضخمة غلیظة. الصِّ

یبُینُّ مبدأ تعدُّد النظریات في عِلم الجَبر وفي فروع الریاضیات الأخرى، أنّ التَّخیل
والتَّصور في عِلم الریاضیات یمثلّ حاسَّة سادسة. لو كان توافقُ عالمَ الفیزیاء والطبیعة مع الأفكار
والتَّصورات الریاضیة توافقُاً نادرًا، فلربما أعَدْنا ھذا التَّوافق إلى الصدفة المَحضة. ولكن في
ر وواضِح! مما دفعَ عالِم الریاضیات الألماني الحائز على جائزة نوبل الحقیقة، إنّ ھذا التوافق مُتكرِّ

یوجین ڤیغنرEugene Wigner 44 إلى القول إنّ للریاضیات كفاءَة مدھِشة في وَصف الحقیقة.

لا أعتقد أننا نخَترع أفكارًا ونظریات تتَّفقُ بالصدفة مع وَصفِ الظواھر الفیزیائیة
والطبیعیة، بل یبدو أنّ الخیال في عِلم الریاضیات ھو حاسّة أخرى نرُاقِبُ مِن خلالھا العالمَ
الطبیعي، وھي حاسَّةٌ مُرھَفةٌَ ذات كفاءة رائعة، لأنھا غالباً ما تدُرك الحقائق قبل أنْ تدُركھا علومنا.
إذا نظَرنا إلى الأمور بھذا المنطق فإنّ التوافق بین الظواھر الطبیعیة وعالمَ الریاضیات یصبح
واضحًا وضوحَ التوافق بین الظواھر الطبیعیة وبین السَّمع والبصر والشَّم واللمس بحیث یمكن
نا تتَضافرَ وتتَّفق مع بعضھا لأنّ اعتبار ھذا التوافق دلیلاً على صحة ھذه الفرضیة، وأنّ جمیع حواسِّ

كلا� منھا تنَقل صورةَ جانبٍ من الجوانب المختلفة لِحقیقة واحدة.



ر أنّ التخیل في عِلم الریاضیات ھو بمَثابة حاسَّة سادسة، یقودنُي ھذا بشكل عندما أتصوَّ
طبیعي إلى التفكیر فیما إذا كان من الممكن أنْ نعَتبَر قدرةَ الإنسان على التَّخیل بشكلٍ عام بمَثابة
حاسَّة أخرى. وإذا كان ھذا صحیحًا، فیمكننا أنْ نعَتبر أنّ عرائس البحر والأشباح والعفاریت وكلّ ما
تصوّره خَیال الإنسان ھي مخلوقاتٌ سیتمّ اكتِشافھا ذات یوم، أو ربما كانت ھذه الصُّور والتخیلات
بمَثابة جُنوحٍ في حاسَّتنا السادسة یقَودُ إلى خِداعنا أحیاناً، مثلما یقَودنا البصَر أحیاناً إلى الاعتقاد
بوجود أشیاء غیر موجودة في الحقیقة. وإذا كان ھذا الاحتمال الأخیر صحیحًا، فربما كان ھنالك
شيءٌ خاصّ یتعلَّق بالخیال في الریاضیات وعقلانیتھ ومنطقیتھ بحیث یكون ھذا الخَیال الریاضي أقلّ
ر سَبب تحقُّق كثیر من اختراعات الریاضیات في ضًا للجُنوح والشَّطط والأوھام، وھذا ما یفسِّ تعرُّ

الواقع العلمي والطبیعي.

إذا وُجِدتْ ھذه الحاسَّة السادسة "الریاضیة" بالفعل، فربما أخبرَنا علماء الأحیاء
رت مِن حواسّ الحیوانات الأخرى لكي تزید من قدرتنا على البقاء والمحافظة المعاصِرون أنھا تطوَّ
على النوع البشري، كما قال عالِم الأحیاء الفرنسي الحائز على جائزة نوبل فرانسوا جاكوب
François Jacob: "إدراكُ الحقيقة هو ضرورة حيوية". إذا كان التَّخیل الریاضي ھو
د ألعاب دة والخارقة التَّجرید في عِلم الجَبر لیست مجرَّ حاسَّتنا السادسة، فإنّ الأعداد التقلیدیة والمجرَّ
لِعلماء الجَبر، ولكنھا وسائل تساعدنا على إدراك العالمَ مِن حولنا بصورة أكثرَ دقَّة، وأكثر صواباً...

بل ھي وسائل ضروریة لِبقائنا على قید الحیاة.



[أنواع الأعداد في الرياضيات]

أمثلة:نوع الأعداد:

الصحیحة

Whole or Natural

...4 ،3 ،2 ،1

1، 2، 3، 4...الأعداد الموجبة Positive (أكبرَ من الصفر)

الأعداد السالبة Negative (أصغرَ من
الصفر)

...4- ،3- ،2- ،1-

لیة Primary (لا تقسم بدون باقٍ إلا على الأوَّ
نفسھا أو على 1)

...17 ،13 ،11 ،7 ،5 ،3 ،2

Rational 1، 2/1، 3/2، 2/2، 4، 73/25...الكَسریة أو العادیة

Irrational اللامعقولة√π، 2

Real سلسلة الأعداد الكَسریة والصفر والأعدادالحقیقیة
اللامعقولة

التَّخیلیة أو المُعقَّدة

Imaginary (Complex)

...√2- ،√1-

دة Abstract وھي أعداد استبدالیة في المُجرَّ
العملیات الحسابیة

كل الأعداد بذاتھا دون أي معدود

المَصفوفات Matrices 2 5 8 9الخارقة التَّجرید

7 5 4 3



Super-abstract وھي أعداد غیر استِبدالیة
في العملیات الحسابیة

3 11 0 1

ما بعَد اللانھائیة

Trans-finite

2...א1, א0, א

ما بعَد ما بعَد اللانھائیة

Trans Trans-finite

ω ...2ב1, ב0, ב

[المترجم]



د Abstract Symmetry: نظرية المجموعات Group Theory "أيها �ناظر المُجر� الت
النمر الذي يحَترقُ ضياءً

في غابات اللیل،

أیةُّ یدٍَ أو عَینٍ خالِدة

ر تنَاظركَ المُخیف؟". تستطیع أنْ تتصوَّ

"Songs of Experience من كتاب "أغاني المُعاناة William Blake ویلیام بلیك

لو أتى إلى الأرض زائرٌ من الفضاء، للاَحَظَ فورًا أننا مخلوقاتٌ بصَریة، ویظَھر ھذا
مُ المھندسون المعماریون الأبنِیة بمَداخل واضحًا في طریقة بناء المُدن في ھذا الكوكَب. یصُمِّ
مُقنطَرة، ونوافِذ ذات مَرایا أو ألوان أو تزیینات مختلفة... وتشُیر كلّ التفاصیل إلى أھمیة مَظھر
البِناء بالنسبة للمھندس. وعندما یلاحِظ الزائر الفضائي سَیطرةَ ووضوحَ التَّناظر في أشكال البِناء

رھا للجَمال. والإنشاءات المختلفة، سَیدركُ أننا مخلوقاتٌ متطورة أیضًا في تصوِّ

یشُبھ ھذا الموقف حالتنَا عندما نراقِب الطبیعة وندَرس بِناءھا وتكوینھا، فعندما ندَرس
ف مِثل ذلك الزائر الذي جاء الأرضَ والكَون مِن حولنا بكلّ ما لدیَنا مِن حواسّ فضولیة، فإننا نتصرَّ

من الفضاء. في البدایة، اعتمَدنا فقط

نا الخَمس. ولذا، تأثَّرنا بالتَّناظر الواضِح في عالمَ الطبیعة، مِثل التَّناظر البصَري في نجَم على حواسِّ
البحر، والتَّناظر السَّمعي في شَدو الطیور. وفي الخمسین ومئة سنة التي مضتْ، امتلكَنا حاسَّةً
د، ذلك التَّناظُر الذي لا یمُكِن إدراكھ إلا بالعقل فقط. إضافیة تساعدنا على إدراك التَّناظر المُجرَّ
راسة الریاضیة للتَّناظر، فمِن خلال لنا إلى ھذه الحاسَّة من خلال نظریة المجموعات، وھي الدِّ توَصَّ

ھذه النظریات، تبدو الطبیعة الآن أكثرَ تنَاظرًا، وأكثرَ جَمالاً مِن أيّ وقتٍ مَضى.

یرَجِع اختراع نظریة المجموعات إلى إیفاریست غالواEvariste Galois 45 الفرنسي
السریع الغضب الذي قتُِل ولمّا یبلغ العشرین مِن عمره في خلافٍ تافِھٍ بشأن فتاة...! في سنة 1829،
كتبَ غالوا وھو في السابعة عشر مِن العمر رسالتَھ الأولى في حلِّ المُعادلاَت الجَبریة من الدرجة

الخامسة، وقادهَ ھذا البحث مباشرةً إلى نظریة المجموعات.

الجَبر ھو عِلمٌ ریاضيّ یدَرس العلاقات بین الأعداد. والمُعادلاَت الجَبریة ھي وسائل
التعبیر عن ھذه العلاقات. إذا نظَرنا إلى المُعادلاَت على أنھا في الجَبر مِثل الجُمَلْ في اللغة، فإنّ
فات في اللغة، والمُعادلَة الجَبریة من الدَّرجة الخامسة ھي بمَثابة حلول المُعادلاَت ھي بمَثابة الصِّ
جُملةٍ لغویة تضمُّ خَمس صِفات. ترَِدُ المُعادلاَت الجَبریة في درَجات مختلفة، ویرتِّبھا علماء
فات في جُملةٍ لغُویةٍ درَجَةَ تعَقیدِ الفكرة التي تعُبِّر عنھا الریاضیات وفقاً لذلك. ومثلما یعَكس عدد الصِّ



ھذه الجُملة، فإنّ درَجة المُعادلَة الجَبریة تعَكس درَجة تعقید العلاقة العددیة التي تعُبِّر عنھا المُعادلَة.
وبالتالي، فإن العلاقات العددیة التي اھتمَّ بھا غالوا كانت على درجةٍ عالیةٍ من التعقید، بحیث كانت

تحتاج إلى خمسة حُلول لِوَصف كلٍّ منھا.

في رسالتھ الأولى، بحَثَ غالوا عن طریقة منظَّمة للوصول إلى ھذه الحلول لكي یتخلَّص
من الطرق العشوائیة التي لجَأ إلیھا علماء الجَبر حتى ذلك الوقت حین كانوا یتخبَّطون وكأنھم فقھاء

لغُة یحاولون التوصُّل إلى كلّ الصّفات دون اللجوء إلى أي قاموس.

لتْ جھودُ العلماء إلى اكتشاف طرائق منظَّمة لِحلِّ المُعادلاَت الأقل قبل ذلك الوقت، توصَّ
تعقیداً، فمثلاً توصَّل البابلیون إلى طریقةٍ منظَّمة لِحلِّ المُعادلاَت من الدرجة الثانیة، كما توصّل
علماء الریاضیات الإیطالیون: سیبیوني دیل فیرو Scipione del Ferro ونیكولو فونتانا
Niccolò Fontana ولودوفیكو فیراري Lodovico Ferrari في القرَن السادس عشر إلى
طرائق حَلِّ المُعادلاَت من الدرجة الثالثة والرابعة. منذ ذلك الوقت، لمْ یتوصَّل أحَد إلى طریقة
منظَّمة لِحلِّ المُعادلاَت من الدرجة الخامسة أو أكثرَ. كانت رسالة غالوا الأولى محاولةً نبیلةً، ولكنھا
ین: كان الاكتشاف الأول أنھ لا توجَد لم تكن ناجِحة. بعد ذلك بسنتیَن، قدََّمَ اكتشافیَن تاریخیَّین ھامَّ
طریقة منظَّمة لِحلِّ المُعادلاَت من الدرجة الخامسة أو أكثرَ (أي لا یوجَد قانون معیَّن مِثل قانون
المُمیزّ الذي نتبَعھ لِحلِّ المُعادلَة من الدرجة الثانیة)، والاكتشاف الثاني ھو أنّ بعض ھذه المُعادلاَت
ى ھذه الأعداد الآن لھا حلولٌ تتألف من أعداد تختلف عن الأعداد المألوفة في عِلم الجَبر آنذاك. تسُمَّ
"الأعداد المُبھَمة" Transcendental Numbers وفي مِثالنا في التَّشابھ بین الجَبر واللغة، یمكن

اعتبار ھذه الأعداد مثل صِفات مكتوبة بلغة مختلفة.
یمكن فھَم الجزء الأخیر من اكتشاف غالوا بأنھ عندما تصَِل أفكارُنا وتخیلاّتنا إلى درجةٍ
عالیة من التعقید، یصعب علینا أنْ نعُبَِّر عن ھذه الأفكار تمامًا بلغة واحدة. قد تبدو ھذه النتیجة
لِبعض الناس، مثل الشعراء متعددّي اللغّات، أمرًا بدیھی�ا. أما بالنسبة لنا نحن الآخرین الذین نحاول
جاھدین عبثَاً البحثَ عن الكلمة الصحیحة، فإنّ ھذا صَعب الفھَم والتصوّر. وعلى كل حال، فإنّ
سَ الأفكار الریاضیة في ھذا الجانب من اكتشافات غالوا ھي التي رشَّحتھُْ لكي یعُتبر بحقّ مؤسِّ
نظریة المجموعات. لقد لاحظَ أنّ حلول المُعادلاَت من الدرجة الخامسة تختلف عند دراسَتھا حسبما
إذا كانت كلھا أعداداً جَبریة أم لا. فإذا كانت أعداداً جَبریة، فإنّ تبادلھا وتعویضھا في المُعادلَة یؤدي
إلى مُعادلَة أخرى معقولة من الناحیة الجَبریة، مثل المُعادلَة الأصلیة، كقولِنا في اللغة: إنھا امرأة
فات. أما إذا كان سَمینة وغنیة وعنیدة وبخَیلة، حیث یظلُّ المعنى واحِداً إذا غیَّرنا ترتیبَ ھذه الصِّ
أحَد الحلول عدداً مبْھَمًا، فإنّ تبدیلھا وتعویضھا یؤدي إلى مُعادلَة غیر معقولة، كقولنا في اللغة: إنھ
رَجلٌ بلجیكيّ سَمین وغني ومَغرور وعنید، بحیث إننا إذا بدلّنا مكان صِفة "بلجیكي" تصبح الجُملة

غیر سلیمة لغوی�ا.

ر كل أبعاد اكتشافاتھ في على الرغم من أنّ غالوا نفسھ لم یعَِش طویلاً حتى یشَرح ویفسِّ
لُ قاعدةً أساسیة الریاضیات، إلا أننا ندرك الآن أنھا ترتبط بمَفھوم التَّناظر. ھذا الارتباط الذي یشكِّ
د یمكن توضیحھ من خلال تأمل التنّاظر ذي الزوایا الخَمس في نظریة المجموعات ھو ارتباطٌ مُجرَّ
في حیوان نجَم البحر: تخَیَّل أنّ نجَم البحر قد وُضِع بحیث تتَّجِھ إحدى أذرعِھ إلى الأعلى، ینُبئِنا عالِم



رنا نجَم البحر بمقدار الزاویة صفر، أو الزاویة 72 درجة، أو 144 درجة، أو الریاضیات أننا إذا دوََّ
216 درجة، أو 288 درجة، فإنّ ھذا الحیوان یظھَر تمامًا في مَظھرٍ مماثل لِمَظھره في الوضعیة
یة من خواص شَكل نجَم البحر إلى الأولى عندما أشارت إحدى أذرعِھ إلى أعلى. ترَجِع ھذه الخاصِّ
كَونِھ متناظرًا، وھي ظاھرةٌ یسمّیھا علماءُ نظریة المجموعات ظاھرة "عدم التَّغیُّر في مجموعةٍ مِنَ

الدَّورات".

�ر مَظهرَه العام عند تدَويره]. [المترجم: نجَم البحر الطبيعي المتناظر لا يتغَي

إذا تصوّرنا الآن أنّ أذرع نجَم البحر تحَمل أرقامًا من الواحِد حتى الخمسة، عندھا یصُبح
من الواضح أنّ تدَویر نجَم البحر بمقدار إحدى زوایا تنَاظُرِه الثابتة یمكن أنْ یرُمَز إلیھا تجَریداً
ر نجَم البحر بزاویة قدرھا 72 درجة قم الذي تحَملھ أذرعھ بالتَّبادل، وھكذا عندما ندُوِّ بتغَییر الرَّ
مثلاً، فإنّ ھذا التدویر یمكن أنْ نعُبِّر عنھ بالأرقام بقولنا: الرقم واحِد یذھَب إلى اثنیَن، واثنیَن یذھَب
إلى ثلاثة، وثلاثة یذھَب إلى أربعة، أربعة یذھَب إلى خمسة، وخمسة یذھَب إلى واحد. بھذه الطریقة
المجرّدة في وَصف الأمور، یمكن القول إنّ تناظر نجَم البحر لا یتغَیَّر في مجموعةٍ من الدَّورات،
د ھو ما رَبطَتْ بھ نظریةُ وأنھ لا یتغیَّر ضمن مجموعة مِنَ الأرقام المتبادلة. ھذا التعبیر المُجرَّ
المجموعات تبَادلَ الأرقام مع التناظر، وأنّ اكتشاف غالوا في الحلول الجَبریة یعني إدراكَ أنّ بعض
العلاقات العددیة یمكن أنْ تكون متناظرة تناظرًا یشبھ التناظر الطبیعي في شكل نجَم البحر الطبیعي.



[المترجم: نجَم البحر المُشو�ه يكون غير متناظر، ويتغيرّ شكله العام عند
تدَويره].

وفق نظریة المجموعات، فإنّ ھذه العلاقات العددیة المتناظرة ھي بالضبط ما تصَِفھ
المُعادلاَت الجَبریة من الدرجة الخامسة التي تكون حلولھا أعداداً جَبریة، ولا تحتوي حلولھا على أي
ن تناظرًا یشبھ تناظر شكل عدد مُبھَم. وبشكل آخر، تبُیِّن نظریةُ المجموعات أنّ ھذه المُعادلاَت تتضمَّ
نجَم البحر، لأنَّ إجراء تبادل بین الحلول الخمسة لھذه المُعادلاَت لا یغُیِّرُ من معقولیة الحَلِّ الجَبري
للمُعادلَة. باختصار، ھذه المُعادلاَت متناظرة كَتناظر شكل نجَم البحر، لأنھا ثابتة لا تتغیَّر بالتبادل

العددي، مثلھا في ذلك كَمثل نجَم البحر الطبیعي المتناظر.

وبالمقارنة، فإنّ العلاقات العددیة التي تصَِفھا مُعادلاَتٌ جَبریة من الدرجة الخامسة ذات
عة الحلول التي تحتوي أعداداً مُبھَمة ھي علاقاتٌ غیر متناظرة، وكأنما ھي نجَمُ بحَرٍ لھ أذرع موزَّ
ه ھذا بحیث تتَّجھُ إحدى أذرعھ إلى بشكل عشوائي غیر متناظر. فإذا وضَعنا نجَم البحر المُشوَّ
الأعلى، فلنَ یمكننا تدَویره في أي زاویة بحیث یظلّ محافظًا على شكلھ وتناظره الأصلي، إلا إذا
ه تناظرَه، ویفقد خاصّیة أعَدناه إلى وَضعھ الأصلي بعد دوَرة كاملة، وھكذا یفَقد نجَمُ البحر المُشوَّ
عدم التغیر في مجموعة من الدَّورات أو الأرقام المتبادلة. وھكذا حَسب نظریة المجموعات، فإنّ
العلاقات العددیة التي تصِفھا مُعادلاَتٌ جَبریة من الدرجة الخامسة ذات الحلول التي تحتوي على
أعداد مبھَمة ھي علاقاتٌ غیر متناظرة، مثلھا كمَثل نجَم البحر المُشوّه الذي یمكن إدراك عدم تناظره
بسھولة عن طریق المشاھَدة المباشرة، بینما یكون عدم التناظر الموجود في تلك المُعادلاَت الجَبریة
د لا یمكن إدراكھ بسھولة عن طریق المشاھَدة المباشرة. إنّ عدم التناظر ھو عدمُ تنَاظرٍ عقليٍّ مُجرَّ
د لا یمكن إدراكھ إلا من خلال فھَم الموجود في تلك المُعادلاَت الجَبریة ھو عدم تنَاظرٍ ذھنيٍّ مُجرَّ
نظریة المجموعات، وھذا ما یجعل من نظریة المجموعات حاسَّة إضافیة حقیقیة، أدركَ العلماءُ من
ھم الخَمس في تأملاتھم خلالھا كَم فاتھَُم مِن جَمال التناظر في الطبیعة عندما لم یسَتخدِموا سوى حواسِّ
ودراساتھم مِن قبَل. لقد تمكَّنوا بنظریة المجموعات من إدراك التناظر في الظواھر والأشیاء بدراسة
المُعادلاَت الریاضیة التي تصَِفھا. وبشكل عام، إذا تبَیَّنَ أنّ أمرًا في مُعادلَةٍ جَبریة یظَلُّ ثابتاً غیر



متغیِّر في مجموعةٍ من الأرقام المتبادلة، فإنّ ما تصَِفھ ھذه المُعادلَة لا بد مِنْ أنْ یكون متناظرًا،
داً. سواءً كان ھذا التناظر حقیقة فیزیائیة، أو تناظرًا عقلی�ا مُجرَّ

یسَتخدِم علماءُ الفیزیاء نظریةَ المجموعات في تصوّر الأشكال المتناظرة المختلفة التي
ة مِن نوَاة تحُیط بھا ھالةَ مِن ن الذرََّ ة. حَسب ھذه النظریات، تتَكوَّ تضمّھا نظریاتھم عن الذرََّ
الإلكترونات بشكل كُرة أو كُرات متداخِلة، أو أجراس، أو أشكال متناظرة أخرى. كما یسَتخدِم علماءُ
الكیمیاء نظریةَ المجموعات في تصوّر التناظر على مُستوى الجُزیئات، فقد اكتشَفوا مَثلاً أنّ شكل
الجُزيء یمكن أنْ یؤثِّر كثیرًا على خصائصھ الكیمیائیة والفیزیائیة، وأنّ الجُزیئات ذات التناظر

الذي یشبھ المكعبَ لھا طَعمٌ ورائحةٌ تختلف عن الجزیئات ذات التناظر الذي یشُبھ الھرَم...!

ضَتْ عن نظریة المجموعات ھو ذلك الذي بیََّن لنا وجودَ لعل أھم الاكتشافات التي تمَخَّ
التناظر في الكَون نفسھ. وعلى الرغم من أنّ تناظر الكَون ھو تناظرٌ في المكان والزمان، وكلاھما
كمیةٌ یمكن قیاسھا، إلا أنّ ھذا التناظر لا یبدو واضحًا حتى ولو استطعنا أنْ ننَفصِل عنھ بطریقة ما،
ونظَرنا إلیھ عن بعُد. حَسب نظریة المجموعات، فإنّ تناظر الكَون ھو تناظرٌ یتعلَّق بقانون حفظ
الطاقة وكمیة الحركة (كمیة الحركة ھي كمیة فیزیائیة تتعلَّق بحركة الأجسام)، وینصُّ ھذا القانون،
الذي یعَتقد الفیزیائیون بأنھ قانونٌ یشَمل الكَون كلھّ، على أنّ الكمیة الكلیة للطاقة وكمیة الحركة في
الكَون لا تنَقص ولا تزید على الرغم من كلِّ التغیرات الظاھریة التي تحَدثُ فیھ. حَسب نظریة
المجموعات، فإنّ قانون حفظ الطاقة وكمیة الحركة ھو ظاھرةُ ثبَاتٍ أو عدم تغیُّر في جِسمٍ متناظِرٍ
ھو الكَون. وإذا أردنا أنْ نستخدِم مُعادلَةً تشمل كلّ كمیة الطاقة وكمیة الحركة في الكَون في لحظة
ما، فإننا سنجَد أنّ ھذه الكمیة لن تتغیَّر من لحظة إلى أخرى. وبكلمة أخرى، إنّ كمیة الطاقة وكمیة
الحركة في الكَون لا تتغیَّر بتغَییر قیمةِ المُعادلَة في لحَظَةٍ ما بقیمتِھا في لحَظة أخرى، وحَسب نظریة

د. المجموعات، فإنّ ظاھرةَ الثبات ھذه مع تبادل الأرقام تعني أنّ الكَون متناظر بشكل مُجرَّ

إنّ قدرتنا على تصوّر وتخیلّ أمور مِثل تناظر الكَون تزید إحساسنا بجَمال الكَون ورَوعَة
القوانین الطبیعیة التي تسُیِّره، حتى ولو لم یكن ھذا الجَمال ظاھرًا لأعینُنا، وھكذا فإنّ نظریة
دٍ مِن المجموعات تمنحَُنا إحساسَ الفنان الذي یدَرس العالمَ بانفِعال وتفاعل، لا كمراقِبٍ مجرَّ
الإحساس. فنحن نجِد المتعةَ والسعادة في إدراك التناظر في الطبیعة، مثلما نجِدھا في تناظر بیوتِنا.
كم سیبدو لنا الكَون أقلَّ جَمالاً وإثارة لو كنَّا كما قال الأدیب الألماني ھیسّھ Hesse: "شعراءَ بلا
امين بلا ألوان، وموسيقيين بلا أصوات...!" ویمكنني أنْ أضُیف: كلمات، ورس�

"وعلماءَ رياضيات بلا نظرية المجموعات...!".



عالمَ من الإمكانات المتعددة: البعُد Dimension "ليس الأفق شيئاً سوى حدود
إبصارنا".

روسيتر ريموند Rossiter Raymond من كتاب "صلاة الوداع"

"نعم، ولكنھ رَجُلٌ ذو شخصیة مَحدودةَ ذات بعُد واحد...!" سَمعتُ ھذا التعلیق الساخر الذي
Edwin وصِف بھ أحَد رجال الأعمال الناجحین في إحدى الحفلات، وتذكرتُ قصة إدوین آبوت
Abbott: "الأرض المنبسِطة Flatland". حتى في تلك البلاد الخیالیة ذات البعدیَن، تعُتبر
الشخصیات ذات البعُد الواحد شخصیاتٌ مُحتقرََة: الشخصیات ذات البعُد الواحد ھي الخطوط

المستقیمة، وكل الشخصیات الأخرى ھي من المضلَّعات المستوَیة ذات البعُدیَن.

لا أستطیع أنْ أصِف رَجُل الأعمال ذاك بأنھ شخصیةٌ ذات بعُد واحد، لأنّ التجربة والخبرة
تعلِّمُنا أننا كلما ازددنا معرفة بِشخصٍ ما أو بشيء ما، ازداد تركیبھ وتعقیده. وبكلمة أخرى،
اتَّضَحتْ لنَا أبعادٌ جدیدة فیھ. ھناك دلیلٌ آخَر على أنّ البعُد أو الأبعاد تتعلَّق بِعیَن المراقِب نفسھ. یعَلمَ
حف والسقوط الدَّارسون لِعِلم النفس أنّ الطفل الذي یحَبو على لوَحٍ زجاجيّ شفاّف لنَ یتَردَّد في الزَّ
عن حافةّ ھضبة عالیة، لأنھ لا یخاف من المرتفعات، فھو لا یمیزّھا لأنّ عالمَھ ھو عالمَ ذو بعُدیَن
فقط، ولن یتمكَّن ھذا الطفل من إدراك المرتفعات ورؤیة العالمَ بشكلٍ صحیح حتى یستطیعَ إدراك أنّ

العالمَ لھ أبعاد ثلاثة وأربعة.

على مرِّ التاریخ، استطاع إدراكُ الإنسان وبشكل تدریجي أن یمنحَ الإنسانَ تصوّرًا للعالمَ
تزایدت أبعاده وتنَامَت على مرِّ العصور. في البدایة، كان إدراكُنا وتصوّرنا للعالمَ متخلفاً جد�ا عن
تصوّر الریاضیات للأبعاد، أما في سنوات النصف الثاني من القرَن الماضي، فقد حدثَتْ تطوراتٌ
واسعة في قضیةِ الأبعاد وتصوّرھا في الریاضیات إلى درجة أنّ علماء الریاضیات في أیامنا ھذه
یتَحدَّثون دون ترَددّ، وبكل ھدوء، عن عوالِم لانھائیة الأبعاد، وعن أجسام ذات أبعاد كَسریة. وبِناءً

على ھذه التطورات، یمكننا أنْ نتصوّر كَم سَیبدو لنا الكَون فسیحًا بعد قرَنٍ من الزمن.

ر الإغریقیون الكَونَ على أنھ ذو أبعاد ثلاثة، وقد استندَ ھذا التصوّر منذ ألفيَ سنة، تصوَّ
على إدراك الحَواس، وعلى نظریات إقلیدس في الھندسة. شاھد الإغریقیون مِنْ حولِھم ما نراه نحن
مِنْ حولنا ھذه الأیام: عالمٌَ مليء بأشیاء وأجسامٍ لھا طول وعَرض وارتفاع. ولذا، كان مِنَ المعقول
بالنسبة لھم أنّ الكَون الذي یحتوي ھذه الأجسام لھ أیضًا طولٌ وعَرض وارتفاع. حَسب نظریات
إقلیدس، فإنّ الطول والعرض والارتفاع توُافِق ما وَصفھ بالأبعاد في لغة الریاضیات. في ھندسة
إقلیدس، یتمتَّع المستقیم بصِفة واحدة ھي الطول، ولذلك یعُتبَر المستقیمُ المثالَ النموذجي للجسم ذي
البعُد الواحد، في حین یعُتبر المُستوَي الذي یتمتعّ بصفتيَ الطول والعرض المثالَ النموذجي للجسم
ذي البعُدیَن، ویعُتبر المُجَسَّم الذي یتَّصِف بالطول والعرض والارتفاع مثالاً للجسم ذي الأبعاد
الثلاثة. وھكذا فقد انسَجمَت الریاضیاتُ في عھد إقلیدس مع الحواسّ والعقل في تأكید الانطباع الذي

حملھَ الإغریقیون عن الكَون ذي الأبعاد الثلاثة.



[المترجم:]

استمرّ الناسُ في تصوّر الكَون بأبعاد ثلاثة على مرِّ العصور بعَد إقلیدس، وقد رُفِض كل
حدیث عن احتمال وجود بعُد رابع، لأنھ حدیث غیر معقول منطقی�ا وریاضی�ا. وقد نفىَ عالِم
الریاضیات والفلكَي الشھیر بطلیموس Ptolemy في الإسكندریة فكرةَ وجود بعُدٍ رابع، وأیَّد نظریتھ
ھذه بتِبیان أننا نسَتطیع رَسمَ ثلاثة مَحاور مُتعامِدة في الفراغ، ولكننا لا نستطیع رَسمَ مِحور رابِع
متعامِد مع كلٍّ منھا أیضًا. وعلى الرغم من ذلك، فقد كان ھنالك مَنْ تحدَّث عن احتمال وجود بعُد
رابع، ولكنّ ھذا الاحتمال كان أقرَب إلى الأساطیر والأوھام بسبب عدمَ وجود دلَیل منطقيّ أو
ریاضيّ علیھ. وقد أصرَّ الفیلسوف الإنكلیزي ھنري مور Henry More في القرَن السابع عشر
على وجود الأشباح، وأنھا كائناتٌ تعیش في البعُد الرابع، ولكنّ مِثل ھذه المناقشات كانت تفَتقِد إلى
الإثبات العلمي. ولذلك، لم یكن لھا أي تأثیر یذُكَر على الانطباع السائد بأنّ الكَون لھ أبعاد ثلاثة فقط
وفقَ ھندسة إقلیدس. كان تأثیرُ ھذا الانطباع قوی�ا في عَھد ھنري مور إلى درجة أنھ عندما توسَّع
عالِم الریاضیات الفرنسي رینیھ دیكارت46 في لغة ھندسة إقلیدس إلى درَجةٍ أظھَرتْ ریاضیاً

احتمالَ وجودِ بعُدٍ رابع، رَفض دیكارت نفسھ ھذا الاحتمال على أنھ احتمال غیر حقیقي.

ف الأبعاد في المستقیم والمستوي تخَتلفُ ھندسةُ دیكارت عن ھندسة إقلیدس بأنھ عَرَّ
والمُجسَّم بطریقة غیر الطول والعرض والارتفاع. حَسب نظریة دیكارت في الھندسة التحلیلیة
Analytical Geometry فإنّ أبعاد جِسمٍ ما تتَعلَّقُ بِعددِ الإحداثیات التي نحَتاجُ إلیھا في رَسمِھ
وتحدیده. فمثلاً یعُتبر المستقیم ذو بعُد واحد لأننا نستطیع رَسمَھُ وتحَدیده باستِخدام إحداثیاتٍ على
رنا المستقیمَ على أنھ شارعٌ مثلاً، فإنّ كل نقطة على المستقیم، أو كلّ بیتٍ في مَحور واحد. فإذا تصوَّ
ھذا الشارع، یمكِن تحدیده بِعدَدٍ واحد فقط. والمستوي الذي یمُكِن مُقارَنتھ بالأرض المنبسطة، ھو ذو
بعُدیَن لأننا نحَتاج إلى مِحورَین لِرَسم أيّ شَكلٍ فیھ، وكلّ نقطةٍ على المستوي، مِثل كل نقطة على
أرض منبسِطة، یمُكِن تحدیدھا بِعددَیَن مِثل خطوط الطول والعرض. وبالمِثل فإنّ المُجَسَّم لھ ثلاثة
أبعاد، لأننا نحتاج إلى إحداثیاتٍ على مَحاور ثلاثة لِرَسمِھ وتحَدیده. یعُتبَر تعریف دیكارت للأبعاد
إنجازًا ھامًا في ذلك الوقت، لیس لأنھ أفضَل مِن تعریف إقلیدس، ولكن لأنھ كان كمّی�ا ولیس نوعی�ا،



ولأنھ اعتمَدَ على المنطق أكثرَ من اعتماده على الحواسّ. استندَ إقلیدس على فھمِنا وإدراكنا لِصِفات
الأشكال (الطول والعرض والارتفاع)، في حین اعتمَد دیكارت على فھِمنا لِمَنطقٍ تحلیليّ.

لو جاءت نظریة دیكارت في الھندسة التحلیلیة في وقتٍ أقلّ اعتماداً على الحواسّ وعلى
تفكیر إقلیدس، فلربما وافقَ علماء الریاضیات بالإجماع على إمكانیة وجود جِسم لھ أربعة أبعاد، ولن
یحتاج ذلك لأكثرَ مِنْ إدراكِ أنّ جِسمًا كھذا ھو جِسمٌ ذو طبیعةٍ أو وجودٍ في عالمَِ الریاضیات، وأنھ
یحتاج إلى أربع إحداثیات لِرَسمِھ وتحَدیده. على الرغم من منطقیة ھذا الاحتمال، إلا أنھ لمْ یكُن على
د درجة كافیة من القوة والوضوح لكي یتغلَّب على تردُّد علماء الریاضیات في الموافقةَ على مجرَّ
احتمال وجود شيء لا یستطیعون رؤیتھ أو تصوّره. وبسبب سیطَرة حُجج وآراء مِثل آراء
بطلیموس، فإنّ الفكرة التي قدَّمتھا الھندسة التحلیلیة عن احتمال وجود بعُد رابع في الریاضیات قد
غابتْ عن دیكارت نفسھ وعن معاصِریھ وعن كثیر مِنَ الأجیال بعَده، حتى قدَّم عالِم الریاضیات
الألماني الشاب برنھارد ریمان47 سنة 1854 تطویرًا جدیداً في ھندسة إقلیدس وفي ھندسة دیكارت
التحلیلیة، وبیَنّ أنّ فكرة وجود بعُد رابع في الریاضیات ھي فكرة ممكِنة، وبیَنّ ذلك في تطویره
لِنظَریةِ الھندسة التَّفاضُلیة Differential Geometry (وھي نظریة كان قد استنَبطَھا أستاذهُ كارل
فریدریك غاوسCarl Friedrich Gauss 48). استخدمَ ریمان أسلوبَ دیكارت في تعریف الأبعاد،
ولكنھ بدلاً مِنْ أنْ یرفض احتمال وجود بعُد رابع في الریاضیات، قام بتطویر ھذه الفكرة وتوضیحھا

بالتفصیل.

بیََّن ریمان إمكانیةَ وجود أنواع أخرى مِنَ الھندسة بالإضافة إلى ھندسة إقلیدس، أنواع مِنَ
الھندسة تصَِفُ عوالمًا تقُابل كل عدد صحیح مِنَ الصفر حتى اللانھایة. وأظھَر أنّ الكَون ذا الأبعاد
الثلاثة الذي تصَِفھُ ھندسةُ إقلیدس ما ھو إلا واحِد مِنْ احتمالات أخرى كثیرة لا تقلّ عنھ منطقیةً

ووضوحًا.

تزداد الإمكانیات والاحتمالات في عالمٍَ ذي أبعاد أربعة عنھا في عالمٍَ ذي أبعاد ثلاثة،
وتبدو الحوادثُ التي تجري في عالمَِ الأبعاد الثلاثة لِشَخصٍ یعیش في عالمَِ الأبعاد الأربعة مُسطَّحةً
ومَحدودة، مثلما تبدو لنا الحوادث التي تجري على شاشة السینما ذات البعدیَن. وبالمِثل فإنّ تصوّر
البعُد الرابع صَعبٌ بالنسبة لِشخصٍ یعیشُ في عالمَ ذي بعُدیَن مِثل شاشة السینما. وإنّ كلّ شيء یدَخل
إلى عالمَ الأبعاد الثلاثة مِنَ البعُد الرابع سَیبدو وكأنما أتىَ مِنْ حیث لا مكان مِثل أشباح ھنري
مور...! وھذا یعني أیضًا أنّ الأشخاص في عالمَ الأبعاد الأربعة یستطیعون مراقبَة أولئك الذین
یعیشون في عالمَِ الأبعاد الثلاثة دون أنْ یشَعروا بھم، مَثلَھم كمَثلَ المشاھدین الذین یراقبون تحركات

الأشخاص في فیلمٍ سینمائي.

لم تكُن العوالم الأخرى التي وصَفتَھْا ریاضیات ریمان ذات أبعاد مكانیة أو فراغیة بالمعنى
العادي للكلمة، كما ھو الحال عند إقلیدس ودیكارت، فحَسب نظریات ریمان، لا یدلُّ البعُد في
الریاضیات بالضرورة على حَجمٍ أو فراغ أو مكان یمكن إدراكھ بالحواسّ، ولكنھ یدلُّ منطقیاً على
اھا (المكان الھندسي المتعددّ الأبعاد Manifold). وقد حَرّر ریمان الھندسةَ بقفزاتھ دة سَمَّ أفكار مجرَّ

َ َّ



التحلیلیة نحو التَّجرید أكثرَ مما فعَلھَ دیكارت الذي حَرّر ھندسةَ إقلیدس مِنْ ارتباطھا بالأبعاد
الفیزیائیة: الطول والعرض والارتفاع.

فات الجدیدة منذ وَصَفھَُ ریمان، إلا اتَّخذَ مفھوم المكان الھندسي المتعدد الأبعاد بعض الصِّ
نُ وَصفھا جوانب عدیدة، أو أنّ ھذا المفھوم ما زال یدلُّ بشكلٍ عام على أي شيء، أو أي ذات، یتضمَّ
دة، سواء كان ذلك سوق البورصة، أو الاقتصاد، أو الإنسان. تدلُّ كلمة المكان أو الفراغ أبعاد متعدِّ
لِمَن سَبقَ ریمان مِنْ علماء الھندسة على ذلك الكَون الذي تمَلؤه المجرّات والنجوم والكواكِب، في
حین اتَّسَع مفھومُ المكان لدىَ علماء الھندسة المعاصِرین لِیشَملَ مفھوم المكان الھندسي النظري

المتعدد الأبعاد.

د ھنا أنّ نظریات ریمان لمْ تكن ثورةً لغویة بسیطة فقط، لأنھ عندما یجب علینا أنْ نؤكِّ
یشُیر علماءُ الریاضیات الآن إلى سوق البورصة مثلاً على أنھ مكان أو ذات متعددّة الأبعاد، فإنھم
ف وفقَ نظریات ریاضیة محدَّدة، وأنّ رون فیھ على أنھ مكانٌ ھندسيٌّ تتحركُ فیھ الأشیاء وتتَصرَّ یفكِّ
أبعادَ ھذا المكان الھندسي تتَحدَّد بِعددَِ العواملِ التي تؤثِّر على مُجریات الأمور في سوق البورصة.
رنا أنّ سوقَ البورصة یتعلَّق بعامِلٍ مؤثِّر واحد فقط (مِثل طول ثوب المرأة...!) عندھا وإذا تصوَّ
نمُثِّلُ سوقَ البورصة ریاضی�ا على أنھ مكانٌ ھندسيٌّ ذو بعُد واحد (أي مستقیم). وھذا یعني أنّ حالة
سوق البورصة في أیة لحظة یمُكن وَصفھا بعدَدٍ واحد (طول ثوب المرأة)، ویمكن التعبیر عنھا

بنقطة واحدة في المكان الھندسي ذي البعُد الواحد.

حَسب ھذا المنطق، یمكننا أنْ نعَتبر الإنسانَ مكاناً ھندسی�ا ذا أبعاد كثیرة، بل ویستطیع
بعضُنا القول إنّ الإنسانَ مكانٌ ھندسيٌّ ذو عددٍ لانھائيّ مِنَ الأبعاد. تتأثَّر تصرفاتنا عادةً بِعددٍ كبیر
فاً بسیطًا مِثل ابتسامِنا عند الالتقاء بشخصٍ غریب قد یتأثَّر من العوامل یصعب تحدیده، وإنّ تصرُّ
بعوامل كثیرة قد تبدو بعیدة العلاقة عن ھذا التَّصرف، مِثل كمیة النوم الذي اكتسَبناه في اللیلة
السابقة، ومِثل وقتِ اللقاء، وشعورنا تِجاه أزواجنا في ذلك الیوم، ووَضعِنا في العمل، وحالة
الاقتصاد العامة، والفصَل الذي نحن فیھ، وشَكل الشخص الذي نلَقاه... وھكذا. ولیس غریباً أنْ تتأثَّر

بعضُ تصرفاتنا المعقَّدة بعوامل ترتبط بحالة الكَون كلھ.

یجب أنْ نشُفِق على علماء المجتمع، لأنّ أحد أسباب فشلھم المتكرّر مُقارنةً بعلماء الفیزیاء
رنا أنّ الإنسان ھو ھو أنّ موضوع بحَثِھم أكثرَ صعوبة وتعقیداً، بل وربما كان مستحیلاً إذا تصوَّ
مكانٌ ھندسي ذو أبعاد كثیرة فوق العادة، وإنّ محاولةَ وَصفِھ بمعادلات ریاضیة وعلمیة ھي محاولةٌ
شاقةّ وربما مستحیلة، تبدو أمامھا محاولاتنا لِوَصفِ عالمَنا ذي الأبعاد الثلاثة محاولاتٌ سَھلة بسیطة
قزمَة. وبالفعل فإنّ المجال الواسع الذي یبَحث فیھ علماء الفیزیاء، وھو الكَون، ھو مِنْ أبسَط الأمكِنة
الھندسیة وأقلھّا أبعاداً، إذ إنّ الكون حَسب نظریات أینشتاین ھو مكانٌ ھندسيٌّ ذو أربعة أبعاد (ولیس
ره الناسُ في الماضي). في سنة 1915 توصَّل أینشتاین بالاعتماد على تعریف ریمان ثلاثة كما تصوَّ
الحُرّ التجریدي للأبعاد، إلى أنّ الكَون یمكن أنْ یوصَف بدقَّة على أنھ مكان ھندسيّ لھ ثلاثة أبعاد
مكانیة وبعُدٌ رابِع ھو الزمن. ومِنَ المھم أنْ نشُیر إلى أنّ مِثل ھذا التأكید لمْ یكن لِیحَمِل أي مَعنى في
الریاضیات لولا توسّع ریمان في مفھوم الأبعاد إلى ما وراء الأبعاد المكانیة مِنْ الطول والعرض
والارتفاع، لأنّ البعُدَ الزمني لا یتمتَّع بصِفات الأبعاد المكانیة، أي أنّ الزمن لا یمكن أنْ یقُاسَ



بمسطرة، أو بمقیاس بعُدٍ كالأبعاد الثلاثة الأخرى. یرَسمُ أینشتاین الكَونَ على أنھ مكانٌ ھندسيّ لھ
أبعاد أربعة مِنَ المكان والزمن لأننا نحتاجُ لِتحدیدِ الكَون حَسب نظریات ریمان إلى ثلاثة أبعاد
مكانیة وبعُد رابِع زمني، وكلّ نقطة مِنْ نقاط الكَون یمُكِن تحدیدھا بثلاثة إحداثیات مكانیة وإحداثیة
د المكان والزمن، رابِعة زمانیة. ویمكن تمثیل ھذا بأننا إذا أرَدنا لِقاءَ صدیقٍ یجب علینا أنْ نحُدِّ
نُ تحدیدُ المكان دائمًا ثلاثة عناصر (مِثل قولِنا نلتقي عند تقاطع الشارع الخامس مع الشارع ویتضمَّ
ن تحَدیدُ الزمن دائمًا عنصرًا واحداً (مثل قولِنا في السادس والثلاثین على سطح الأرض). ویتضمَّ
الساعة الثانیة عشرة). وھكذا یمكن القول إنّ أینشتاین قد برَھَن على أنّ بطلیموس لم یكُن مُخطئاً

بشكلٍ كامل، لأنّ الجانب المكاني مِنَ الكون لا یتَّسِع فِعلاً لأكثرَ مِنْ ثلاثة مَحاور مُتعامِدة.

یبُیِّنُ أینشتاین أنّ الكَون الذي نعیش فیھ لا یشُبھ الكَون الفراغي النظري ذا الأبعاد المكانیة
الأربعة، لأنّ الزمن ھو البعُد الرابع في كَوننا. ففي ذلك العالمَ النظريّ ذو الأبعاد المكانیة الأربعة،
لا یوجَد عنصر الزمن، وبالتالي لا یوجَد مَعنى لِمَفھوم الحركة كما نعَرفھا، فالشَّخص في ذلك العالمَ
النظري ذي الأبعاد المكانیة - الزمانیة الأربعة یمكن أنْ یكون في كلّ مَوضع في الوقت نفسھ مِن
زماننا، بینما الشَّخص في كَوننا ذي الأبعاد المكانیة - الزمانیة الأربعة، لا یمكن إلا أنْ یكون في
مكان واحِد في لحَظة معینة، وأنّ انتقالھ مِن مكانٍ إلى آخر مُحدَّد بسرعتھ في الحركة (وقد وجَد
العلماء أنّ حدود السرعة القصوى في الكَون ھي سرعة الضوء وھي حوالي 186,000 میل في

الثانیة، ونحن نتحركُ طبعاً بسرعات أقلَّ مِن ذلك بكثیر).

على الرغم من أننا قد احتجَنا إلى قرَنیَن من الزمان لكي ندركَ أنّ الكَون الذي نعیشُ فیھ ذو
دة ومتنوعة، إلا أننا احتجَنا إلى ستیّن سَنة أبعاد أربعة، وأنھ یحتوي على أشیاء ذات أبعاد متعدِّ
أخرى لكي ندركَ أنّ أبعادَ بعض الأشیاء الأخرى في ھذا الكَون لیست أعداداً صحیحة...! ومرة

أخرى كان أحَد علماء الریاضیات ھو الذي لفَتََ انتِباھَنا إلى ذلك.

IBM الذي عَمل في شركة Benoit Mandelbrot 49في سنة 1975 قام بِنوا ماندِلبرو
بجَمعِ ودراسة الأعمال المبدئیة لِكثیر مِنْ علماء الریاضیات، وبیََّن أنھ من المُمكن في الریاضیات
تعریف الأبعاد الكَسریة، مِثل ¾ بعُد أو ½1 بعُد وھكذا...! في ھذه الدراسة، بدأ ماندِلبرو بتعریفٍ
للأبعاد كان قد قدَّمَھ عالِم الریاضیات الألماني فیلیكس ھاوسدورفFelix Hausdorff 50 بعد ستیّن
سَنة من التعریف الذي قدَّمھ ریمان. حَسب تعریف ھاوسدورف، فإنّ المستوي العادي، مِثل ھذه
الصفحة، ھو سَطحٌ ذو بعُدیَن، لأننا نحتاجُ إلى ضَربِ عَددیَن (طولھ وعرضھ) لِحساب مَساحَتھ،
وبالمِثل فإنّ مُجَسَّمًا عادی�ا مِثل مكعَّب السُّكر لھ ثلاثة أبعاد، لأننا نحتاجُ إلى ضَربِ ثلاثة أعداد
رَ ھاوسدورف أنھ باتبّاع ھذه القاعدة (الطول والعرض والارتفاع) لِحساب حَجمِھ... وھكذا. تصوَّ
البسیطة، یمكِن تصَنیف كلّ الأشكال الھندسیة الممكِنة ذات الأبعاد مِنَ الصفر وحتى اللانھایة. ولكنّ
لوا إلى أشكال لا یمكن تصنیفھا حَسب ھذه ماندِلبرو لاحَظَ أنّ علماء الریاضیات في الماضي قد توصَّ
القاعدة، وقدَّم بعضَ النماذج على مِثل ھذه الأشكال التي تعَتمد على ظواھر وأجسام طبیعیة واقعیة،
رْ مثلاً شكلاً مستطیلاً أضلاعھ مُشرشَرَة وغیر منتظَمة، مِثل ساحِل مِثل ساحِل بریطانیا: تصَوَّ
الجزیرة البریطانیة. حَسب تعریف ھاوسدورف، فإنّ ھذا المستطیل ھو شكلٌ ذو بعُدیَن، لأنّ مساحَتھ



ر ھاوسدورف سَھل القول یمكِن أنْ تحُسَب بِضَربِ طولِھ بِعرَضِھ. ولكنّ ماندِلبرو أوضَح أنّ تصوَّ
وصَعب التنفیذ، فمِنَ الصَّعب أنْ نحَسب بدقةّ طوَل وعَرض ھذا المستطیل، وھذا یقودُ إلى تنَاقضٍ
ھو جَوھر الفكرة الأساسیة في الأشكال ذات الأبعاد الكَسریة. إذا نظَرنا إلى ھذا الشكل المستطیل
عن بعُد، فإنّ أضلاعھ تبدو مستقیمة، وربما استطَعنا تحدیدَ طولھَ وعَرضھ، ولنقَلُ أنّ طولھ 20 مِیلاً
وعَرضھ 10 أمیال، وبذلك تكون مَساحتھ 200 مِیلاً مربَّعاً. ولكننا إذا اقترَبنا مِن ھذا المستطیل،
یظھَر عدم انتظام أضلاعھ، فإذا سِرنا بالسیارة على طولِ كلِّ خلیجٍ وكلٍّ رأسٍ وكلٍّ تعَریجٍ فیھ، تبَیَّن
لنا أنّ طولھ وعَرضھ أكبرَ بكثیر مِنْ عشرة أو عشرین مِیلاً، وإذا قرأنا عدَّاد السیارة، فلربما وَجدنا
أنّ طولھ حوالي 30 مِیلاً، وأنّ عَرضھ حوالي 15 مِیلاً، ومن الواضح أنّ ھذا القیاس ھو أكثرَ دقةّ
ر عن بعُد، ولكنْ إذا اتَّبعنا قاعِدة ھاوسدورف، فسَنصِل في القیاس الثاني من القیاس الأول الذي قدُِّ
إلى خَطأ زائد في حِساب مساحَة المستطیل التي سَتبلغ حوالي 450 مِیلاً مربَّعاً تقریباً. وبالمِثل فإنّ
قیاس الطول والعرَض بالسیارة ھو أقلّ دقةّ مِن القیاس الذي قد تقوم بھ مثلاً ذبابة صغیرة تتَبع كل
تعَرّج صغیرٍ على طول وعَرض ھذا السَّاحل...! ویستمرُّ ماندِلبرو قائلاً: "مِنْ حيث المبدأ،
يستطيع المرءُ اتباع هذه المنحَنيات إلى تفصيلات أكثر دقةّ بتصورّ قياس يقوم

به فأر ثم نملةَ... وهكذا كلما التزَم السائر بتعَرجات وتفصيلات الساحل،
ن في فرضیة ازدادت المسافة التي يقيسها إلى ما لانهاية"، والتنّاقضُ المتضَمَّ

ھاوسدورف ھو أنھ كلما ازدادت دقَّتنُا في قیاس الطول والعرَض، ازداد خَطؤنا في حِساب
المساحة...! أمثِلةٌ كھذا المستطیل وغیره مِنَ النماذج التي لا ینَطبِق علیھا تصنیفُ ھاوسدورف،
أوحَتْ إلى ماندِلبرو في وقتٍ مبكر في دراستھ، بأنّ تعریفَ ھاوسدورف للأبعاد یجب أنْ یتَّسع
لِیشمَل ھذه الأشكال بشكلٍ أو بآخَر، وقد قادتَھُْ جھودهُ التي بذلھَا في تحقیق ھذا الھدف إلى مَلء

الفراغات في نظریة ھاوسدورف في الأبعاد، بنظریةٍ ریاضیة عن الأبعاد الكَسریة.

وجَد ماندِلبرو أنھ لدىَ دراسة شكلٍ ھندسيّ، كالمستطیل مثلاً، یزَول التَّناقض إذا لمْ نصُِرُّ
على أنّ المساحة ھي حاصِل ضَرب الطول بالعرَض، وحَسب نظریتھ، فإنّ الوَصفَ الصحیح
قمَین بشكلٍ مباشر، الخالي مِنَ التناقض، والذي یوصِلنا إلى مساحة المستطیل، ھو بألاّ نضَرب الرَّ
قم الآخَر، وھذا یعني بالضرورة أنّ المستطیل ھو شكلٌ بل بأنْ نضَرب رَقمًا بالجَذر التَّربیعي للرَّ
ھندسيٌّ ذو بعُدٍ ونصف (وھنا یشیر نِصف البعُد إلى الجَذر التَّربیعيّ لِعدد، وبالمِثل فإنّ ثلُث البعُد
یشُیر إلى الجَذر التَّكعیبيّ وھكذا... ولذا، فإنّ ضَرب 1.5 مِن الأعداد یعني ضَرب عددَ بالجَذر
فھا ریاضی�ا التربیعي لِعدَد آخر). تحَمِلُ ھذه الأعداد علاقةً بالطول والعرَض، ولكن ماندِلبرو عَرَّ
ی�ا، أو بحیث إنھا لمَ تعَدُ متعلِّقة بنسبیةِ المقیاس الذي تخَتاره، سواء كان قیاسًا كَونی�ا، أو جُزیئی�ا، أو ذرَِّ

أصغرَ مِن ذلك.

ج ساحل إنكلترا كیف أنّ جِسمًا طبیعی�ا جة كَتعرُّ ح مِثال المستطیل ذي الأضلاع المتعرِّ یوضِّ
ج یمكن أنْ یبُیِّنَ التَّناقض في نظریة ھاوسدورف في الأبعاد الصحیحة. وبالمِثل، فإنّ مكعباً متعرِّ
ح التناقض ذاتھ في الأجسام ذات الأبعاد الثلاثة. ماغ البشريّ یمكن أنْ یوضِّ جِ الدِّ السطوح كَتعرُّ
حَسبَ نظریة ھاوسدورف، یعُتبر المكعب جِسمًا ذا أبعاد ثلاثة، لأنّ حَجمھ یمكِن أنْ یحُسَب بِضَرب



ج، فإننا نجَد أرقام ثلاثة: طولھ وعَرضھ وارتفاعھ. ولكنْ، كما ھو الحال في مثال المستطیل المتعرَّ
أنْ أكبرَ القیاسات دقةّ لِھذه الأبعاد الثلاثة یؤديّ بِنا إلى خَطأ كبیر وزیادة في حساب حَجم ھذا
المكعب، وقد وجَد ماندِلبرو أنّ المكعب أیضًا ھو جِسمٌ ذو أبعاد كَسریة، وأنّ حَجمُھُ ھو حاصِل

ضرب 2.8 عدداً ولیس ثلاثة أعداد، أي أنّ أبعاده 2.8 بعُداً ولیس ثلاثة أبعاد.

وجدَ ماندِلبرو أنّ كثیرًا من الأجسام المعروفة الأخرى ھي أیضًا ذات أبعاد كَسریة، مِثل
بلوّرات الثلج، وحدود سفوح الجبال، وجھاز تبرید السیارة، والدماغ البشري، وأمعاء الإنسان... ففي
كل مِنْ ھذه الأجسام، كما ھو الحال في مثالنا عن المستطیل والمكعب، یقودنُا وَصف ھاوسدورف

إلى تنَاقضٍ في العلاقة بین سَطح أو حَجم الجسم، وبین طول أضلاعھ أو جوانبھ.

وقد وجَد ماندِلبرو أیضًا أنّ الأبعاد الكَسریة لِسطح الأرض تخَتلفُ عن أبعاد سَطحِ المریخ
حَسب القیاسات التي أجراھا على الصّور التي التقطَتھا وكالةُ الفضاء الأمریكیة لكوكَب المریخ. وقد
دة، فإنّ وجَد أنّ سَطح الأرض لھ 2.1 بعُداً، بینما سَطح المریخ لھ 2.4 بعُداً. بالنسبة للعیَن المجرَّ
جات سطح جاتھ أقلّ حِدَّة من تعرُّ جًا، وأنّ تعَرُّ الفرق الأساسي ھو أنّ سطحَ الأرض یبدو أقلّ تعرُّ
المریخ. لعلَّ إحدى نتائج ھذه الملاحظة ھي أنھ یمكن تمثیل كل سطح ممكِن عن طریق الكومبیوتر
Star Trek II 2 باستِخدام الأبعاد الكَسریة، وبالفعل فھذا ھو بالضبط ما فعَلھَ مُنتِجو فیلم ستار ترِك
في شركة بارامونت Paramount سنة 1981 لتصویر سطح الكواكِب الخیالیة ذات الأبعاد
الكَسریة المختلفة. وھكذا استطَعنا بفضَلِ نظریة ماندِلبرو في الأبعاد الكَسریة، أنْ ندركَ غِنى عالمَنا
الأرضي بالأبعاد، وتمیزّه الفرید. لقد أعطانا ماندِلبرو وریمان ودیكارت، برؤیتھم الجدیدة للطبیعة
الریاضیة للأبعاد، نظرةً جدیدة إلى كَونِنا الغني بالأبعاد بدلاً مِنْ ذلك الكَون المَحدود الثلاثي الأبعاد
الذي تمَلؤه أجسامٌ ذات بعُد واحد أو بعُدیَن أو ثلاثة أبعاد فقط كما اقترَح إقلیدس، وھذا یدَفعنا إلى
الاعتقاد بأنّ المستقبل سیكون تكرارًا للماضي، وأننا سنسَتمرُّ في اكتشافِ وإدراكِ أبعاد جدیدة أخرى
في نسَیج الكون. كما یمكِننا أیضًا تخیُّل أنّ نسَیج الكَون سیبدو لنَا متأرجِحًا في المستقبل بین البساطة
والتَّعدد، وكأن الكَون كُرة من الخیوط ونحن نتحركُ فیھا. وھذا یذكّرني بفیلم "الرحلة العجیبة
Fantastic Voyage" الذي یصَُغَّرُ فیھ بعض العلماء إلى حَجمٍ صغیر جد�ا، ویدُخَلون في جِسم

إنسان بمركبة مصغَّرة جد�ا لكي یكتشَفوا ما بداخلھ...!

یمكن تشبیھ رؤیتنا الأولى للكَون وكأننا ننَظُر إلى كُرةٍ مِنَ الخیوط عن بعُد كبیر، تبدو
الكُرةُ آنذاك نقطة لا أبعاد لھا، وإذا اقترَبنا منھا أكثر، ظَھرتْ وكأنھا قرَصٌ صغیرٌ لھَ سَطح أملسَ،
وعندما نقَتربُ أكثرَ وأكثرَ، یتَّضِح أنّ ھذا القِرص إنما ھو كُرة ثلاثیة الأبعاد. ویبدو أننا الآن في
ل ھذا الكَون. إذا كان الأمر تصوّرنا للكَون في مرحلة بدَأ یظھَر لنَا فیھا غِنى وتنَوع النسیج الذي یشكِّ
كذلك فلربما نتَّجِھُ إلى فترةٍ تشُبھ اختراقَ سَطح كُرةِ الخیوط، عندھا سَیتغیرّ مَظھَر النسیج الغني
المتنوع المتعدد الأبعاد، إلى مَظھرِ فرَاغٍ كبیر، تخَترقھُ خیوطٌ أو خطوطٌ ذات بعُد واحد، وعندما
نقَترب مِنْ أحَد ھذه الخطوط، سَنعود مِنْ جدید إلى رؤیةِ الأبعاد الثنائیة، ثم الثلاثیة لھذه الخطوط

جة المركَّبة. المتعرِّ

ُّ ً َّ



لا یمكِننا بالطبع أنْ نتنَبأّ أي من ھذه الاحتمالات سیتحقَّق فِعلاً في المستقبل، ویظلُّ السؤال
فیما إذا كان عدد الأبعاد التي نعُطِیھا للكَون ولِمحتویاتھ سیستمرّ في الزیادة باطّراد واستمرار، أم أنھ
سَیتأرجَح بین الزیادة والنقصان، ولكنھ مِنَ المؤكَّد على كلِّ حال، أننا یجب ألا نحَكم على الكَون
جُزافاً كما حُكِمَ على رَجلِ الأعمال ذاك بأنھ شخصٌ ذا بعُدٍ واحد. ویجب ألا نجُزم في قراراتنا بشكلٍ
نھائي قاطِع، لأنھ إذا عَلَّمَنا ھؤلاء العلماءُ الفطاحِل على مرِّ 2000 عام من الزمان شیئاً ما، فھو أنّ

ر. ل ویتدبَّر ویتخیَّل ویفكِّ الأبعاد إنما توجَد في العیَن التي تنَظر، وفي العقل الذي یتأمَّ



جُهد كثير عن اللاشيء:

الصِفر والمجموعة الخالية

"رَتِّبْ ثلاثین قطعة من الخشب حول واحدة وأضفْ الفراغ الناتج إلى الغرض المقصود
لْ عجینة من الصلصال لكي تصنع وعاء وأضف الفراغ الناتج إلى تحصل على الدولاب. شَكِّ
لْ الأبواب والنوافذ لكي تبني غرفة وأضف الفراغ الناتج الغرض المقصود تحصل على الوعاء. فصَِّ
إلى الغرض المقصود تحصل على الغرفة. وھكذا فإنّ ما نحصل علیھ من أشیاء مفیدة إنما یتحقق

من استخدام الفراغ...!".

�ع علماءُ الرياضيات بأنهم كانوا من أوائل الناس لاو تسو Lao Tzu يتمت
في التاريخ الذين أدرَكوا أهمية "العدَم"، وعرَفِوا الفَرق بين عدمَ الوجود
وإمكانية الوجود. وعلى الرغم من أنّ هذه الأمور تبدو كمَعلومات فارغة، إلا
أنها كانت أمورًا خطيرة مهمة في تاريخ الرياضيات وعِلم دراسة الأعداد كما
نعَرفهُ اليوم. منذ حوالي 1100 أو 1400 سنة وجََدَ العدم مكانهَ الراس�خ في عِلم
الأعداد بكوَنهِ العدد "صفر". ظهَر هذا العدد وكأنه إضافة بسيطة إلى سلسلة
الأعداد، ولكنّ هذا العدَد "صفر" منحََنا القدرةَ على كتابة الأعداد بسهولة
�عبير عن "إمكانية الوجود" في ووضوح. وبعَد حوالي 1300 سنة أخرى، ظهرَ الت
عِلم الأعداد، ولم يكنُ هذا مشابهاً لعدَم الوجود، لأنّ إمكانية الوجود هي في
الرياضيات ما يسمّى: المجموعة الفارغة أو الخالية Null Set، وهي مجموعةَ

�لهُ صفحةُ ورقٍ فارغِة في الكتابة... إمكانيةَ وجود. �ل في عِلم الأعداد ما تمُث تمُث
وبواسِطة هذه المجموعة الفارغة، استطاعَ علماء الرياضيات أنْ يوض�حوا كيف
أنه يمكنُ اعتبار كل عدد معروف في الحساب مُستنبطَ مِنْ إمكانية الوجود. لم
يحَدث قبَل ذلك ولا بعَده أنْ استطاع علماء الرياضيات تحقيق الكثير مِنْ قليل

َدخل الهندوس العدد كما فعَلوا عندما حق�قوا الكثير وهم يبَحَثون عن العدم. أ
51 إلى الوجود، وأطلقَوا عليه اسم سُنيْا Sunya (ويعني الخَلاء)،

صفر

واستخدمَوه في نظامِ أعدادهم بين القَرن السادس والقَرن التاسع قبَل
الميلاد. ويمكنِ اعتبار نظام الأعداد المعاصِر نظامًا مُنبثَقًا عن تلك الأعداد
الهندوسية، وهو نظامٌ يطُلقِ عليه علماء الرياضيات اسم (النظام العشِري في
كتابة الأعداد Position Notation Decimal). في نظامِ كتابة الأعداد هذا، يمُكن
�عبير عن أي عدد مهما كبَرُ باستخِدام الأرقام الأساسية العشرة مِنَ الصفر الت
إلى التسعة، بحيث إنّ مَوقعِ كل رَقم في العدَد يحُد�د قيمته الحقيقية،

� أ



قم الموجود في أقصى اليمين مِنَ العدد يدل� على فبالتعريف نقول إنّ الر�

قيمته ذاتها (فمثلاً في العدد 8754 هذا الرقم هو 4)، والرقم الذي يليه إلى
اليسار (الرقم 5) يدل� على عشَرة أمثاله، والرقم الذي يليه إلى اليسار (الرقم
7) يدل� على مِئة أمثاله وهكذا...

قبَل استعمال السُنْیا الھندوسیة (الصفر)، كان علماء الریاضیات الذین یسَتعمِلون النظام
العِشريّ في كتابة الأعداد یضطرّون إلى ترَكِ مسافات فارغة في الأمكِنة التي نكَتبُ فیھا الرقم صفر
ھذه الأیام، فمثلاً كانوا یكَتبون العدد سبعمائة وسَبعة بشكل: (7 7) بدلاً مِن (707)، وكان ھذا یقَودُ
أحیاناً إلى الغموض، خاصّة إذا لمَ تتُرَك المسافة الفارغة واضِحة بین الأرقام، مما أدىّ إلى

الاضطراب والإعاقة في تقدٌّم عِلم الحساب.

كان الإنسان یسَتخدِم طرائق وأنظمة عدیدة مختلفة في كتابة الأعداد عندما قدَّم الھندوس
نظامھم في كتابة الأعداد، ولمْ یسُتخدمَ الرقم صفر في أيّ من طرائق كتابة الأعداد قبَلھم، ولمْ یكُن
لدىَ أيّ مِن الطرائق السابقة طریقة أسھَل وأوضَح في كتابة الأعداد. فمثلاً كان ھناك النظام
الروماني في كتابة الأعداد الذي كان صَعباً ومعقَّداً كما یعَرِف كل مَن حاول تعلُّمھ، فھو نظامٌ سَھل
في كتابة الأعداد الصغیرة، أما في الأعداد الكبیرة، فتصُبح الكتابة الرومانیة أحُجِیة صَعبة الحلّ.
فمثلاً إذا أرَدنا كتابة ألف وتسعمائة وثلاثة وثمانین بالنظام الروماني علینا أنْ نكتبُ:
MCMLXXXIII، ویبدو ھذا معقدّاً بالمقارنة بالنظام الھندوسي لكِتابة الأعداد الذي یكُتبَ فیھ ھذا

العدد بالشكل 1983.

كان لدىَ الإغریق أیضًا نظام وطریقة في كتابة الأعداد تشبھ الطریقة الرومانیة، ولكي
نكتبُ الرقم 1983 بالطریقة الإغریقیة، علینا أنْ نكتب TNIIIAAA. ولذلك، فلیس من الغریب أنّ
قوا ر بسرعة لدىَ الإغریق الذین تفوَّ ر بشكل كبیر لدىَ الھندوس، في حین لمْ یتطوَّ عِلم الحساب تطوَّ
عر في حضارةٍ ما، یرتبط عادةً في الھندسة (عِلم دراسة الأشكال). ویشُبھ ھذا قولنا إنّ تطوّر الشِّ

بقدرة لغة ھذه الحضارة على التَّعبیر.

إذا كان مفھوم "العدم" في الریاضیات قد منحَنا القدرة على كتابة الأعداد بدقةّ ووضوح،
فإنّ مفھوم "إمكانیة الوجود" في الریاضیات قد منحَنا القدرة على توضیح الاستنباط المنطقي لِنشَأة

الأعداد.

عندما طبَّق إقلیدس منذ حوالي 300 سنة قبل المیلاد قواعد المنطق لكي یسَتنتج نظریاتھ
الھندسیة انطلاقاً مِن فرضیاتٍ قلیلة، طُرِح السؤال فیما إذا كان من الممكِن تطبیق الأسلوب نفسھ
على نظریات الحساب والأعداد. وعندما حاول علماءُ الریاضیات الإجابة على ھذا السؤال في
أواخر القرَن التاسع، لمْ یستطیعوا الاتفاق على نقطة البدایة. أرادَ بعضُھم أنْ یبدأ مِنْ اعتبار الأعداد
الطبیعیة الصحیحة (1، 2، 3، 4...) في الریاضیات بمَثابة الحروف الأبجدیة في اللغة، وینَطلِق مِن



ذلك في الاستنتاج والتركیب. بینما أرادَ آخرون، مِثل العالِم الألماني غوتلیب فریجیھ52، أنْ یبدؤوا
بما ھو قبَل ذلك، وأنْ یسَتنتِجوا الأعداد الطبیعیة الصحیحة نفسھا من مبادئ أولیة أبسَط.

أراد عالِم الریاضیات فریجیھ أنْ یبدأ انطلاقاً من بدیھیةِ مفھوم المجموعة. في الریاضیات
كما ھو الحال في أمور أخرى، تعُتبر المجموعةُ فئةً من الأشیاء، أو كما قال عالِم الریاضیات
الألماني جورج كانتور53 الذي عاصَر العالم فریجیھ: "المجموعةُ هي عدة أشياء محد�دة
فة ومنفصِلة". اعتقدَ فریجیھ أنّ مفھوم في إحساسنا أو تفكيرنا بحيث إنها مُعر�
ر الانطلاق منھ لكي یسَتنتج المجموعة ھو مبدأ أكثرَ بسَاطة مِن متتالیة الأعداد الطبیعیة، ولذلك قرَّ
ھذه المتتالیة، ومن ثمَّ باستِخدام فرضیات أخرى، یمكِنھ استِنتاج كلّ عِلم الحساب. توصَّل باستِنتاجاتھ
ھذه من التمییز بین العدمَ وبین إمكانیة الوجود. یتركَّز ھذا الفرقُ في مفھوم المجموعة. فإنّ إمكانیة
الوجود ھي المجموعة الفارغة، أو المجموعة التي لا تحتوي على أيّ عدد. وقد رَمزَ إلیھا علماء
الریاضیات بفراغٍ بین قوسَین: } { وكانت ھذه المجموعة ھي المجموعة الوحیدة التي یمكن أنْ یبدأ
منھا فریجیھ، لأنھ انطَلقَ أساسًا من افتراض عدم وجود أي عدد. وبالنسبة إلى فریجیھ، فإنّ
المجموعة الفارغة إنما تمثِّل اللحظة التي سَبقتَ الخَلق والوجود، أو أنھا إمكانیة التَّحول إلى متتالیات
مز الذي استخُدِم في التعبیر عن المجموعة الفارغة یوحِي بشيءٍ لانھائیة من الأعداد. وإنّ الرَّ
سَیكون، أو بشيءٍ سَیوجد: قوسان یحَصران بینھما فراغًا سَیمتلئ بمتتالیات مُتنامیة من الأعداد } {.

[المترجم: یقصِد المؤلف ھنا الإشارة إلى الفرَق الشاسع بین العدد (صفر) الذي یمثِّل العدمَ،
وبین المجموعة الخالیة } { التي تمُثِّل إمكانیة الوجود. وھذا یشبھ حالةَ صَفحةِ ورقٍ بیضاء كُتِب
علیھا العدد (صفر)، أو صفحة بیضاء فارغة تمامًا یمكن أنْ یكُتبََ علیھا أعداد أو أفكار أو رسوم بلا

حدود لإمكانیات الوجود فیھا].

بالمقارنة مع ذلك، فالعدم ھو مجموعة یعُتبَر العددُ صفر ھو العضو الوحید الذي ینَتمَي
إلیھا، وھذا ما یعُبِّر عنھ علماءُ الریاضیات بالرمز: {0}، وھذه المجموعة ھي أوّل تعبیر، أو أوّل
تجسید ممكِن للإمكانیات الحسابیة الكامِنة في المجموعة الفارغة } {، وھو أوّل عدد طبیعي:
الصفر. أي أنّ مجموعة الصفر {0} ھي تجسیدُ العدمَ للمجموعة الفارغة، كما ھو الحال في السَّكتةَ

أو لحظَة الصَّمت في الموسیقى التي تعُبِّر عن القدرة الكامِنة للموسیقى على عَزف الأصوات.

ربما كان التمییز بین العدم وبین إمكانیة الوجود ھو أمرٌ أصعبَ في الأمور الأخرى التي
رًا ذلك التمثال المشھور الذي نحََتھَُ ھنري مور لتُ مؤخَّ تختلف عن الریاضیات. فمثلاً، عندما تأمَّ
والذي ینَتصِب أمام مدخل الجناح الشرقي للمتحف القومي للفنون في واشنطن، تخَیلتُ في الفتحة
الوحیدة الموجودة في وَسَطھ إمكانیةً لِوجود صُورٍ كثیرة، فكانت لا شيء وكلّ شيء في الوقت نفسھ.
ر في وبھذا التَّصور، كانت مثالاً ونموذجًا للمجموعة الفارغة في الریاضیات. ولكنني لم أتصوَّ
الفراغات الموجودة في منحوتات أخرى كثیرة نموذجًا لإمكانیة الوجود، بل رأیتُ فیھا عدمًَا وثقوباً

فارغة.



یعُتبَر مفھومُ الخواء أو الفراغ الفیزیائي vacum مِنْ أصدقَ النماذج الفیزیائیة على
د إمكانیةَ الوجود بما فیھ مِن إمكانیاتٍ لِتولید المجموعة الفارغة. إنھ المثال النموذجي الذي یجُسِّ
كمیات مذھِلة من المادة. إذ یمُكن نظری�ا تحَریض التولید الذاتيّ للجُسیمات النوویة بوَضع الفراغ
الفیزیائي في مَجالٍ كھربائي قوي. لمْ یتمكَّن العلماء حتى الآن مِنْ اختبار ھذا التَّصور النظري
للفراغ الفیزیائي بشكلٍ مباشر، لأن قوة المَجال الكھربائي اللازم تفَوقُ كل ما یمُكنھم تولیدهُ بالوسائل
رًا اختبارَ ھذه یة وعلماء الكیمیاء مؤخَّ المُتاحَة ھذه الأیام. وقد اقترحَ بعضُ علماء الفیزیاء الذرَِّ
ات فوق الثقیلة، النظریة باستِخدام المَجالات الكھربائیة القویة الموجودة بشكلٍ طبیعي في الذرََّ
والمشكلة الوحیدة في ھذا الاقتراح ھي أنّ وجود ھذه العناصر فوق الثقیلة ھو وجودٌ افتراضي
تخَمینيّ أیضًا. وھكذا لا یمُكننا التأكد مِنْ أنّ الفراغ الفیزیائي ھو بمَثابة إمكانیة الوجود فِعلاً كما

ر فلاسفةُ الإغریق في الماضي. یعتقد الفیزیائیون ھذه الأیام، أم أنھ بمَثابة العدمَ كما تصوَّ

یمكن اعتبار قصة الخَلق التي وردتَْ في التوراة نموذجًا جیداً آخَر للمجموعة الفارغة،
مَثلھا كمَثل الفراغ الفیزیائي. وفقاً للكِتاب المقدَّس، یمكن اعتبار أنّ الله قد خلقَ الكَون مِنْ لا شيء،
مثلما أوجَد فریجیھ متتالیةَ الأعداد الطبیعیة مِنَ المجموعة الفارغة. ذكَرَت الراھبةُ ھروفیتا
غاندرسھایم Hrovita Gandersheim في مسرحیتھا "الحِكمة Sapientia" في القرَن التاسع
عشر: "خَلقََ الله العالم من لا شيء ونظ�م كل شيء بعددٍ وقياسٍ ووزَنٍ ثم
بزَمَن، وقد�ر عمر الإنسان، وصاغ عِلمًا ما زال يظُهرِ معجزات جديدة كلما
ازددَنا له فهَمًا ومَعرفة". اعتقدُ أنّ الراھبة ھروفیتا یمكن أنْ تدُخِل الریاضیات ضِمن
"عِلمھا"، وأنْ تعَتبر استِخدام فریجیھ لِمفھوم المجموعة الفارغة من "المعجزات الجدیدة"، وإذا
فعَلتْ ذلك، فیمُكنھا أنْ تضیفَ معجزة أخرى جاءت نتیجةً لتطبیق مفھوم المجموعة الفارغة في عِلم
John Horton Conway 54الحساب، قامَ بھ العالم الریاضي الإنكلیزي جون ھورتون كونواي
سنة 1973 عندما تابعَ استِنتاجات فریجیھ بدءًا مِنَ المجموعة الفارغة، ولم یسَتنبط منھا الأعداد
الطبیعیة فقط، بل وكلّ الأنواع المعروفة الأخرى مِنَ الأعداد، مِثل الأعداد الكَسریة، والأعداد غیر
Surreal العادیة، بل وأنواع غامضة مِنَ الأعداد تسمى الأعداد السریالیة أو فوق الواقعیة

.Numbers

في بحَثِھ الذي لمْ یتجَاوز الثلاث عشرة صفحة تحت عنوان "كلّ الأعداد الكبیرة
والصغیرة"، بدأَ كونواي، مثلما بدأَ فریجیھ قبَلھ، بأفكار بسیطة قلیلة تشَمل مفھوم المجموعة الفارغة
وقاعدتیَن أخریین، القاعدة الأولى تمثلّ التعریف المنطقي للعدَد كما حدَّده كونواي، ویمُكن تصوّره
كما لو أننا ننَظُر إلى موسوعَة تتألَّف من أجزاء عدیدة مُرتَّبة على رَفٍّ في مكتبَة. بحَسب تعریف
كونواي، فإنّ مكانَ جُزء معیَّن مِنْ أجزاء الموسوعة (أو رَقمَھ) یمُكن أنْ یحُدَّد بمَعرفة مجموعةِ
الأجزاء المرتَّبة على یسَاره، ومجموعة الأجزاء المرتَّبة عن یمَینھ، فمثلاً، یمكننا تحدید مكان الجزء
التاسع بقولنا إنّ الأجزاء مِنْ صفر إلى ثمانیة تقعَ إلى یسَاره، وأنّ الأجزاء مِنْ عَشرة إلى ما لانھایة
تقعَ إلى یمَینھ، وھكذا فإنْ كلّ جزء، أو كلّ عدد، لھ مكانھ الخاصّ الذي یتَحدَّد ویتَمیَّز بالمجموعة

ُ



التي تقعَ إلى یسَاره والمجموعة التي تقعَ إلى یمَینھ. وھذا ھو لبُُّ القاعدة الأولى التي وصَفھا
كونواي.

أما القاعدة الثانیة، والتي یمُكن تمثیلھا ھنا أیضًا بمجموعةٍ مِنَ الموسوعات، فتقَضي بأنّ
عدداً ما، مِثل العدد خَمسة، ھو أصغرَ مِنْ (أو یساوي) عدداً آخَر، مِثل العدد تِسعة إذا تحقَّق
شَرطان: أولاً: أنْ تكون كلّ الأجزاء الموجودة إلى یسَار العدد الأول (5) أقلّ مِنْ تلك الموجودة إلى
یسَار العدد الثاني (9)، وثانیاً: أنْ تكون كلّ الأجزاء الموجودة إلى یمَین العدد الثاني (9) أكبرَ مِنْ
تلك الموجودة إلى یمَین العدد الأول (5). ھذه القاعدة لازِمة لكي یستطیع كونواي أنْ یحققّ ترتیباً في
الأعداد التي یسَتنبطھا بدءًا مِنَ الصفر: الصفر أقلّ مِنَ الواحد، ولذلك فالصفر یأتي قبَل الواحد،
والواحِد أقلّ مِنَ الاثنین، ولذلك فالواحِد یأتي قبَل الاثنیَن وھكذا. وبما أنّ كونواي لا یفترَض وجود
أيّ عددٍ في البدایة، فإنھ مِثل فریجیھ ینَطلِقُ بدءًا مِن المجموعة الفارغة، ویسَتنبِط منھا متتالیةَ
ر العدد الذي توُجَد مجموعةٌ فارغةٌ على یسَاره، ومجموعةٌ الأعداد الطبیعیة. یبَدأ كونواي بتصوُّ
فارغة على یمَینھ، ویكَتبُ ھذا العدد بالرموز ھكذا: } {: } {، ویسُمّي ھذا العدد: صفرًا. أي أنھ
حَسب نظریة كونواي كما ھي الحال في نظریة فریجیھ، فإنّ العدمَ (الصفر) ھو أبسَط تعبیر أولي
عن إمكانیة الوجود. بعَد استِنباط العدد صفر، یصُبح لدى كونواي مجموعتیَن یمكِنھ استِخدامھما في
د استِنباط الأعداد وھما: المجموعة الفارغة } {، والمجموعة التي تحتوي على الصفر }0{. ثم یحدِّ
كونواي العدد واحِد بأنھ العدد الذي توجَد إلى یسَاره مجموعةٌ تحتوي صفرًا، وإلى یمَینھ المجموعة
الفارغة. وھكذا ففي ھذه المرحلة من استِنتاجات كونواي، [المترجم: یسیر الحدیث في الفقرة التالیة
وِفْقَ ترتیب الأعداد باللاتینیة، أي من الیسار إلى الیمین، فیقع العدد واحد على یسار العدد صفر،
ویقع العدد اثنین على یسار العدد واحد...] یكون العدد واحِد مَحصورًا بین الصفر إلى یسَاره،
وإمكانیة الوجود إلى یمَینھ، أي توُجَد إلى یسَاره إمكانیةٌ قد تحَدَّدتْ وتحَقَّقتْ (وھي الصفر)، وإلى
یمَینھ إمكانیاتٌ لم تحُدَّد بعَد. وفي كلّ خطوة مِن خطوات خَلقِ الأعداد واستِنباطھا لدىَ كونواي، فإنھ
د دائمًا العددَ التالي على أنھ العدد الذي توُجَد إلى یسَاره مجموعةُ كل الأعداد التي تمّ استِنباطھا، یحُدِّ
كر. ففي وإلى یمَینھ المجموعةُ الفارغة، وكأنمّا كان یسَتوحي ویسَترشد بمِثال المَوسوعات الآنِف الذِّ
كل خطوة یوُضَع الجزء الجدید الذي تمّ طَبعھُ إلى یمَین كلّ الأجزاء السابقة التي نشُِرتْ قبَلھ ورُتِّبتْ
على رَفِّ المكتبة ترتیباً تصاعدی�ا، وإلى یسَاره مَجالٌ فارغ، یشُبھ في مِثالنا ھذا الفراغَ الفیزیائي،
ویمَُثِّل إمكانیةَ وجود أجزاء أو أعداد أخرى ستأتي في المستقبل. وھكذا یسَتطیع كونواي بالمتابعَة
على ھذا النَّسَق إلى ما لانھایة أنْ یسَتنبط كل متتالیةِ الأعداد الطبیعیة. ثم یتُابع كونواي استِنتاجاتھ
لیتوصَّل إلى ما لانھایة لھ مِنَ الأعداد التي تقعَ بین الأعداد الطبیعیة، مِثل العدد الذي تقعَ إلى یسَاره
مجموعةُ الصفر } 0 {، وإلى یمَینھ مجموعةُ الأعداد الطبیعیة الأخرى من الواحِد حتى اللانھایة
د عدداً یقعَ بین الصفر والواحِد، أو أنّ أجزاءً أخرى تتَداخَل بین (1، 2، 3، 4...). أي أنّ ھذا یحُدِّ
أجزاء الموسوعات المرتَّبة على رَفِّ المكتبة...! ولا یقِف الأمر عند ھذا الحدّ، بل یتُابع كونواي
طریقتھ في الاستِنتاج المنطقي لإیجاد أعداد بین ھذه الأعداد التي تتَداخَل بین الأعداد الطبیعیة، ثم

إیجاد أعداد أخرى بین ھذه الأعداد البیَْنیَّة لمْ یمُنح لھا اسم مِنْ قبَل في عِلم الریاضیات.



ھناك جوانب شَكلیة أخرى تفوقُ الوَصف في نظریة كونواي، فإنّ العقل الریاضي التقلیدي
ینَصُّ على أنّ حافَّة المسطرة التي تمثِّل متتالیةً من الأعداد، إنما ھي متتالیةٌ من النقاط التي یمُكن
تحدید كلّ منھا بعدَد طبیعي، أو عَدد كَسريّ، أو عَدد غیر عادي (مِثل 0.1345792000 حیث
ل جمیع ھذه النقاط والأعداد استمرارًا دون وجود فراغ یستمرُّ تتالي الأعداد إلى ما لانھایة)، وتشُكِّ
ر وجود أعداد تدَخُل بطریقةٍ ما في الشقوق، أو بینھا، ولكنّ نظریة كونواي تتَطلَّبُ مناّ أنْ نتصَوَّ
ر أنّ ر وجودھا بین نقاطِ ھذا الخطّ المستمرّ مِنَ الأعداد، بل وأنْ نتصوَّ الفراغات التي یصَعب تصَوُّ
أعداداً أخرى تدَخل بین تلك الأعداد التي أدخَلناھا في ھذه الفراغات التي لا نسَتطیع تصَوّرھا،
وھكذا وھكذا...! وبذلك أكَّد كونواي في نظریتھ ما كان یتَخیلھ آخرون قبَلھ أنْ لیس ھناك حَدٌّ لِعدَد

مرات تقسیم جِسم ما.

یبُیِّن بحَثُ كونواي "كل الأعداد الكبیرة والصغیرة" الإمكانیات غیر المحدودة للمجموعة
الفارغة، والإمكانیات الخارِقة للعقل البشري، وأنّ القدرة الخارقة عند الإنسان تشبھ إمكانیةَ الوجود
في كَونِھا قدرة وإمكانیة كامِنة، وھي جزء لا یقُھَر مِنْ كَونِنا أحیاء كما أثبتَتَ التجاربُ العدیدة. إن
الأشخاص الذین یحُرَمون مِنْ استخدام حواسھم بوضعھم في غُرف مظلِمة صامِتة مَغمورة في الماء
ل حِرمانھَ القدُرة على خَلق شيءٍ مِنْ لا یصابون بالھلوسة، وكأن العقل البشري لا یستطیع أنْ یتَحمَّ
شيء، ولا سیَّما إذا أحاطَ بھ العدمَ، أو أنّ العقلَ البشري، مَثلھ كمَثل الفراغ الفیزیائي، یمكن أنْ
ض على خَلق أفكار تبدو وكأنھا جاءَتْ من لا شيء. وقد أثبتَ علماءُ الریاضیات ھذه الظاھرة، یحَُرَّ
فقال عالِم الریاضیات الألماني كارل فریدریك غاوس55 أنھ حاول عَبثاً على مرّ سنوات عدیدة أنْ
یبُرھِن على نظریةٍ معیَّنة في عِلم الحساب، ثم بعَد عدة أیام مِنْ عدمَ التفكیر بھا، جاءَهُ الحلّ "مِثل
ومَض البرَق". وذكرَ عالِم الریاضیات الفرنسي ھنري بوانكاریھHenry Poincare 56 أنھ

حاول جاھداً لِشھور عدیدة حلَّ مسألة، ثم بینما كان یتحدَّث إلى صدیقٍ لھ في موضوعٍ آخَر
"جاءَتني الفكرة بلا مقد�ماتٍ تمُه�دُ إليها".

وھكذا یمكن اعتبار أنّ العقل البشري یشُبھ المجموعةَ الفارغة في نظریةِ الأعداد التي
وضعھَا فریجیھ وكونواي، وأنّ المجموعةَ الفارغة في الریاضیات إنما ھي مِثالٌ شَكَّلھَ العقل وخَلقَھَ
تْ على صورَتِھ ونمَطِھ. وإذا كانت التجربة الخلاَّقة التي وَصفھا فریجیھ وكونواي تشُبھ تلك التي مَرَّ
على غاوس وبوانكاریھ، فإنّ التقدُّم الذي حقَّقاه في عِلم الحساب إنما توصَّلا إلیھ بعَد التفكیر والتأمل
في اللاشيء والعدمَ. ونحن مَدینون لِعقولھم الخلاَّقة في فھَم الفرَق الشاسِع بین العدمَ وبین إمكانیة

الوجود.



المرحلة الثانية

Compromising نازلات� الت



لا شيء أفضَل مِن حُسن الفھَم:

الھندسة اللاإقلیدیة

"تھیأ بعض الصیادین للذھاب إلى صَید الدُّببة، وبعَد أنْ نصَبوا خیامَھم، ساروا مِیلاً باتِّجاه
الجنوب، ومِیلاً باتِّجاه الشرق حیث اصطادوا دبُ�ا. وبعدما غَنِموا صَیدھم، عادوا إلى معسكرھم،

وكان مجموع ما قطَعوه من مسافة ھو ثلاثة أمیال فقط. ما ھو لوَن الدُّب؟".

أحُجِیة أمریكیة

یمَیلُ الإنسانُ إلى الحُكم على العالمَ الطبیعي مِن حَولھ وفقاً لِما تمُلیھ علیھ العادة، قادنَا ھذا
في الماضي إلى الاعتقاد بأنّ الشمسَ ھي التي تشُرق وتغَرب، وأنّ النجومَ تدَور حولَ الأرض، وأنّ
الأرضَ ھي مَركز الكَون، وأنّ الأرضَ مُسطَّحة ولیست كُرویة. لم یكن التَّخلص من ھذه المعتقدَات
لة سَھلاً، خاصّة فیما یتعلَّق بالاعتقاد السَّائد أنّ الكَون إنما ھو امتدادٌ واستمرارٌ مماثِل لما ھو المتأصِّ

موجود على الأرض مِن أحوال وظروف.

حتى بدایة القرَن التاسع عشر، كان الاعتقاد السَّائد ھو أنّ قوانین ھندسة إقلیدس سارِیة
وسائِدة في كل ناحیة من نواحي الكَون، مثلما ھي سَارِیة ھنا على سطح الأرض. وقد مَنحَنا ھذا
الاعتقاد شعورًا خاصًا بالراحة والألفة مع الكَون، وأثَبتتَ العادةُ مرة أخرى عدم قدُرتنا في الوصول

إلى الحُكم الصحیح على الأشیاء.

یسَتندُ إثباتُ خطأ ھذا الاعتقاد إلى اكتشافٍ تمّ سنة 1824 أوضَح أنّ ھنالك أنواع أخرى
ةً في عِلم الریاضیات، ولكنھا من الھندسة تخَتلفُ جَذری�ا عن ھندسة إقلیدس، ولا تقلُّ عنھا صِحَّ
تصَِفُ أكَواناً تختلفُ في صُوَرِھا عن الكَون الذي تصَِفھُ قوانین ھندسة إقلیدس. بل أظھَرتْ ھذه
الأنواع الجدیدة من الھندسة أنّ الكَون لیس خاضِعاً لما تصَِفھُ ھندسةُ إقلیدس، بل ربما ھو أقرَب إلى
كَونِھ مُشابھًا لواحِد مِن تلك الأكوان التي تصَِفھُا قوانین الھندسة الجدیدة. وھكذا أصبح الكَون كمیة
یاغة الجدیدة مجھولة، واضطررنا إلى إعادة صیاغة تصوّراتنا عن الكَون من جدید. تمّت ھذه الصِّ
إلى حَدٍّ ما سنة 1920 من خلال أفكار أینشتاین في النظریة العامة في النسبیة. لم یسَتنِد فھَمُنا للكَون
ھذه المرّة على الإحساس العادي، بل استنَدَ إلى الإحساس غیر العادي الذي مَنحَتنا إیاه الھندسة

الحدیثة.

ظھَرتْ بوادرُ ھندسةِ إقلیدس في مصر الفرعونیة بشكل تطبیقاتٍ واقعیة لِحلِّ مشكلةِ تقسیم
الأرض الزراعیة ومَسحِھا، وحَلِّ بعض المُعضلات في البِناء، بل إنّ مَعنى كلمة الھندسة
Geometry في اللغة الیونانیة أصلاً ھو: "قیاس الأرض". وقد تشَكَّلتْ بذُورُ مَفاھیم النقطة والخطّ
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یةٍ عملیةٍ أثناء مَسح سطح الأرض الزراعیة، ورَسم الطُّرق المستوي والمُجَسّم من أفكار حسِّ
والحقول الزراعیة، وعند قطَْع أحجار البِناء الغرانیتیة. ولا شك بأنّ المفھوم الھندسي الھام الذي
ینَصُّ على أنّ الخطوط المتوازیة ھي الخطوط التي لا تلتقي أبداً مھما امتدَّت، كان مفھومًا راسِخًا
في عقول المصریین، ومُرتبَطًا في أذھانھم بظواھر موجودة أمامھم على الأرض، مِثل خطوط
الفِلاحة، وآثار عجلات العربات على الطُّرق. وبالنَّظر إلى مَنشئِھا، كان یجب أنْ تعُتبر الھندسة
مجموعة مِنَ الحقائق الریاضیة التي تصَِفُ العلاقات بین النقط والخطوط والمستویات والمُجَسّمات
ھنا على سطح الأرض. ولكن ما حدثَ في الواقع، ھو أنّ المصریین والبابلیین والإغریقیین اعتقَدوا
أنّ الھندسةَ ھي مجموعة الحقائق الریاضیة التي تصَِفُ العلاقات بین النقط والخطوط والمستویات

والمُجَسّمات لیس على سطح الأرض فقط، وإنما في الكَون كلھ.

في عصر إقلیدس، حوالي 300 سنة قبَل المیلاد، كان الفلكیون یسَتخدمون نظریات
ر الفلكي إیودوكسس Eudoxus أنّ روا كما تصوَّ الھندسة وكأنھا قوانین علمیة، فإذا أرادوا أنْ یتصوَّ
النجوم تتحرك على كُرة شفافة ھائلة، فإنھم یتصوّرون فورًا أنّ الكُرة في الكَون مِثل الكُرة على
روا المسافة بین جسمَین في السماء اعتقدوا أنھ من البدَاھة أنّ أقصَر مسافة سطح الأرض. وإذا تصوَّ
بین نقطتیَن في الفضاء الكَوني ھي الخطّ المستقیم الذي یصَل بینھما، كما ھو الحال على الأرض
رون (التي كانوا یعتقدون بكَونِھا مسطَّحة). وباختصار، فإنّ الفلكَیین الإغریقیین عندما كانوا یتصوَّ
ھندسة الكَون العامة، كانوا یطُبقّون نتائج تجاربھم الأرضیة في مجال أكبر وأوسَع بكثیر من

الأرض دون مبالاة ولا تمحیص.

وبطریقة ما، فإنّ ما قدَّمھ إقلیدس من إضافات مھمة في الھندسة إنما زادت من قوة الوَھم
والاعتقاد بأنّ الھندسة ھي عِلمٌ كَونيّ. ما فعَلھ إقلیدس ھو البرھان على أنّ مئات النظریات الھندسیة
عت على مرِّ القرون یمكن أنْ تسُتنَبط منطقی�ا من عَشر فرضیات فقط. وكانت بین ھذه التي تجَمَّ
الفرضیات العشَر بعض الحقائق العامة التي اعتبُرت بمَثابة بدیھیات وحقائق كَونیة مِثل: "یمكن
رَسم خطّ مستقیم من نقطة إلى أیة نقطة أخرى"، و"كلّ الزوایا القائمة متساویة مع بعضھا"، و"إذا
أضیفت متساویات إلى متساویات كانت النتائج متساویة"، و"الكلّ أكبر من الجزء". لقد كانت
إنجازاتُ إقلیدس إنجازات عظیمة خطیرة رائدة في الریاضیات، وقد أضَْفتَْ على الھندسة مَسحَة
قویة من العالمیة والثقة وقوة البرھان المنطقي الذي لا یمُكن نقَضھ. تركَّزت التحدیات الوحیدة التي
ھتْ إلى إنجازات إقلیدس على فرضیتھ الثانیة وفرضیتھ الخامسة. كانت الفرضیة الثانیة ھي: وُجِّ
"یمكن مَدّ الخطّ المستقیم إلى ما لانھایة"، والفرضیة الخامسة: "إذا كان لدیَنا خطٌّ مستقیم وبجانبھ
نقطة منفصِلة عنھ، فلا یمُكن رَسم سوى خطّ واحِد یمرّ مِن ھذه النقطة موازیاً للمستقیم الأول". منذ
أیام إقلیدس وعلى مرِّ القرون بعَده، أثارَ علماء الریاضیات درجات مُتفاوتة مِن الشك حول صِحة
ھاتیَن الفرضیتیَن. لمْ یشكّ علماء الریاضیات في كَون ھاتیَن الفرضیتیَن حقائقَ تبدو بدیھیة كما
رُھا الحسُّ السلیم، ولكنھم لم یوافِقوا إقلیدس على أنّ ھاتیَن الفرضیتیَن ھما بمَثابة حقائق مُثبتَةَ یقُرِّ
بذاتھا، بل اعتقدَ المعارضون أنّ فرضیتيَ إقلیدس الثانیة والخامسة ھما في حقیقة الأمر نظریتان

یمُكن استِنباطھما مِنْ الفرضیات الثَّمان الأخرى.



استنَدتْ شكوكُ المعارضین في قبول ھاتیَن الفرضیتیَن كحقائق على حَدسٍ وإحساسٍ داخلي
لدىَ بعض علماء الریاضیات، إذ لم یسَتطع بعضُھم قبول أیة مسألة تتعلَّق باللانھایة على أنھا حقیقة
بدیھیة ثابتة، في حین شكّك آخرون بالفرضیة الخامسة على وَجھ التحدید، لأنھا عَبرّتْ عن فكرةٍ
بدَتَْ أكثرَ تعقیداً من الفرضیات الأخرى. ومھما كانت الأسباب، فقد تردَّد ھؤلاء المعارضون في
قبول فرضیتيَ إقلیدس الثانیة والخامسة استناداً إلى اعتقادٍ أو إیمان، ولیس استناداً على برھان

حقیقي، ولم یكَن لدیَھم أي شك بأنّ ھذا البرھان سیتحَقَّق ذات یوم.

لمْ یتحقَّق ھذا البرھان أبداً، إنما بدلاً عنھ، تلقىّ عالِم الریاضیات الألماني الشھیر كارل
فریدریك غاوس57 سنة 1824 رسالة من صدیق طفولتھ فاركاس بولیاي Farkas Bolyai، وھو
مدرّس للریاضیات كان قد أرسَل إلى غاوس یطَلبُ منھ تقییم ودراسة بحَث كَتبَھ ابنھ یانوس
بولیايJanos Bolyai 58، فقد تمكَّن ھذا الابن الشاب من التوصُّل إلى اكتشافٍ مُذھِل یحَلُّ بعَد

انتظار طویل مسألة الشك في فرضیة إقلیدس الخامسة.

أثبتََ یانوس أولاً أنّ فرضیة الخطوط المتوازیة عند إقلیدس ھي بالفعل فرضیة. ولكي
تكون جزءًا من ھندسة إقلیدس، فلا بدّ من قبولھا بذاتھا. كما ھدمَ یانوس الاعتقاد الذي سادَ على مرّ
العصور بصحّة ھندسة إقلیدس في كافة أرجاء الكَون، وحقَّق ذلك باستِبدال فرضیةِ إقلیدس في
الخطوط المتوازیة، بفرضیة أخرى مناقِضة ومُنافِیة للحسِّ العملي فقال: "إذا كان لدینا خطٌّ مستقیم
وبجانبھ نقطة منفصِلة عنھ، یمُكن رَسم عدد لانھائي من الخطوط التي تمرُّ بھذه النقطة موازیة

للمستقیم الأول".

ثم انطلاقاً من ھذه الفرضیة وفرضیات إقلیدس التسّع الأخرى، استنَبطَ یانوس نظریات
ھندسیة تختلف تمامًا عن ھندسة إقلیدس، ولكنھا تمُاثلھا في استِنادھا الصحیح على قواعد المنطق،
وكما قال یانوس حینھا: لقد وَصَفتْ ھذه الھندسةُ الجدیدة "كَوناً جدیداً". وھكذا یخَتلف الكَون الجدید
الذي وَصَفتھ ھذه الھندسةُ الجدیدة عن عالمَنا الأرضي اختلافاً كبیرًا بسبب تغییر فرضیة الخطوط

المتوازیة...!

قرَأ غاوس ھذا البحث باھتمام كبیر وشعور بالألفةَ، فقد كان ھو نفسھ قد توصَّل إلى ھذه
الاكتشافات ذاتھا منذ عدة سنوات، وتحدَّث عن ذلك في رسالةٍ إلى بولیاي الأب قال فیھا أنھ تردَّد في
نشَر ھذه الاكتشافات خوفاً من الاستیاء العام الذي سَیثیره حتمًا بین زملائھ من علماء الریاضیات.
ففي تلك الأیام كانت ھندسةُ إقلیدس مقدَّسة لدیَھم كالإنجیل، وكانت ھذه الھندسة الجدیدة بمَثابة
یانة المسیحیة. في سنة اكتشافِ إنجیلٍ جدید یختلف اختلافاً جَذری�ا عن الإنجیل الأول في وَصفِھ للدِّ
Nicholaus Lobachevski 591832، توصَّل عالِم الریاضیات الروسي نیكولاوس لوباتشیفسكي
بشكلٍ مستقل إلى الاكتشافات ذاتھا التي كان قد توصَّل إلیھا یانوس بولیاي وغاوس. ویبدو أنّ ھذه
ة بولیاي الابن حتى تخلَّى عن دراسة الریاضیات، الأنباء وما سبقھَا من كَشف غاوس قد ثبَّطتْ ھمَّ

وانضمَّ إلى سلاح الفرسان.
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عندما سَمع علماء الریاضیات بھذا الاكتشاف، كان ردُّھم انفعالی�ا شدیداً كما توقَّع غاوس.
د نوع من أنواع كان ردُّ الفِعل الأول ھو عدم التصدیق: لا یبدو معقولاً أنْ تكون ھندسةُ إقلیدس مجرَّ
الھندسة، ولیست ھندسة الكَون كلھ! ولا یبدو ممكِناً أنْ تسُتنَبط ھندسةٌ منطقیة صحیحة من فرضیة لا
تبدو حقیقیة...! كان صَعباً على علماء الریاضیات قبول ھذه المناقشة الأخیرة بالذات، لأنھا تعَني أنّ
الریاضیات ھي من اختراع الإنسان، وأنھا لیست مجموعة من الحقائق الكَونیة العامة التي تسَتندُ
على الحسِّ العلمي السلیم كما تصَور الجمیع مِن قبَل. فإذا تمكَّن بولیاي وغاوس ولوباتشیفسكي بكلّ
بسَاطة مِنْ اختراع فرضیة لیست لھا أیة علاقة بالحقیقة والواقع وبالحسِّ العملي السلیم، ثم استنَبطوا
منھا نظامًا ریاضی�ا منطقی�ا صحیحًا، فھذا یعني أنّ الریاضیات ذاتھا لیست سوى اختراع! وعلى
وَجھ التحدید، فإنّ ھذا یعني أنّ ھندسة إقلیدس كانت اختراعًا على الرغم من استِنادھا إلى مبادئ
الحسّ العملي السلیم أكثرَ من ھندسة لوباتشیفسكي (كما یسُمّي علماءُ الریاضیات الآن ذلك الاكتشاف

الذي قام بھ الثلاثة).

مع نھایة القرَن التاسع عشر، تقبلّ علماء الریاضیات ھذه الاكتشافات التي أخرَجتھْم عن
الإیمان التقلیدي بھندسة إقلیدس، وغیَّرتْ نظرتھم التقلیدیة إلى الریاضیات بشكل عام. لم یقَِفوا عند
ھذه النقطة، بل راحُوا یتسَابقون في البحَث عن أنواع أخرى من الھندسة الصحیحة ریاضی�ا
ر أي نوعٍ من أنواع الھندسة أصَدقَُ وَصفاً للعالمَ وللكَون. مع ومنطقی�ا، وترَكوا الأمرَ للعلوم لكي تقرِّ
بدایة القرَن العشرین، كان لدىَ علماء الریاضیات الأنواع الھندسیة الثلاثة الرئیسیة التي نعَرفھا
الیوم، فبالإضافة إلى ھندسة إقلیدس، وھندسة لوباتشیفسكي، ظھَرتْ أیضًا ھندسة برنھارد ریمان60

عالِم الریاضیات الألماني الذي قدَّم نظریاتھ الھندسیة سنة 1854.

تخَتلفُ ھندسةُ ریمان عن ھندسة إقلیدس في الفرضیتیَن الثانیة والخامسة بطریقةٍ تنُافي
الحسَّ العلمي العادي، إذ إنّ فرضیةَ ریمان الثانیة نصََّتْ على أنھ "لا یمُكن مدّ الخطّ المستقیم إلى ما
لانھایة" وھي بذلك تمثِّل النَّقیض المنطقي المباشر لفرضیة إقلیدس الثانیة. كما اختلفَتْ فرضیةُ
ریمان الخامسة في الخطوط المتوازیة عن كلّ من فرضیتيَ إقلیدس ولوباتشیفسكي، إذ نصََّتْ على
أنھ "إذا كان لدیَنا خطّ مستقیم وبجانبھ نقطة منفصِلة عنھ، فلا یمُكن رَسم أي خطّ یمرّ من ھذه النقطة

موازیاً للمستقیم الأول".

بسبب استِناد ھندسة لوباتشیفسكي وھندسة ریمان على فرضیةٍ واحِدة على الأقل لا تنَسَجم
ران علاقات بین النقّط والخطوط مع الإحساس العام بالعالمَ المألوف مِن حولنا، فھُما یصَُوِّ
والمستویات والمُجسّمات في عوالِم غیر مألوفة لِحواسّنا. وعلى الرغم من ذلك، فقد تبَیَّن أنّ ھذین
النوعَین الشاذیَن مِنَ الھندسة اللاإقلیدیة یمكن أنْ ینطَبقا على شكلیَن مألوفیَن: إذ یشُبھ العالمَ الذي
تصَِفھُ ھندسة لوباتشیفسكي سَطحَ بوقیَن متلامِسَین حیث تلتحَم الفتحةُ الأمامیة العریضة للبوقِ الأول
ى ھذا السَّطح ھندسی�ا: بالفتحة الأمامیة للبوقِ الآخَر، ویمتدُّ طولُ كل منھما إلى ما لانھایة. یسمَّ
"الكُرة المُزَیَّفةَ Pseudosphere" على الرغم من أنھا لا تشُبھ الكُرة أبداً. وفي عالمٍَ شَكلھُُ كَھذه
الكُرة المزیفة، تمَتدُّ الخطوطُ المستقیمة على طول السطح الذي یشُبھ البوق إلى ما لانھایة، وبشيءٍ
ر كیف تنَطبِق فرضیة لوباتشیفسكي في الخطوط المتوازیة على ھذا مِنَ التركیز، یمُكن أنْ نتصوَّ



النموذج بشكل معقول، أي أنھ بالنظر إلى الشكل الغریب الممیزّ الذي یشُبھ سَطح البوق، یمكن رَسم
عدد لانھائي مِنَ الخطوط المتمیزّة التي تمرّ مِنْ نقطة واحدة بحیث یكون كلا� منھا موازیاً لمستقیم

واحِد.

أما تصََوّر العالمَ الذي تصَِفھُ ھندسة ریمان فھو أسھَل مِنْ ذلك، لأنھا تنَطَبق على عالمٍَ شَكلھُ
كُرويّ، والخطّ المستقیم على سَطح كُرة، ھو بمَثابة قوَس في دائرة (یمثِّل قوَسُ الدائرة أقرب مسافة
بین نقطتیَن على سطح كُرة، مثلما یمثِّل الخطّ المستقیم أقرَب مسافةَ بین نقطتیَن على سَطحٍ مُستو)،
ر كیف تنَطبق فرضیتيَ ریمان الغریبتیَن على ھذا النموذج إذ: تنَصُّ فرضیةُ ومِنَ السھل أنْ نتصوَّ
ل الخطوط المستقیمة ریمان الثانیة على أنھ لا یمُكن مَدّ الخطّ المستقیم إلى ما لانھایة، وبالفعل تشُكِّ
على سَطح الكُرة في الحقیقة أقواسًا لھا نھایة وطول محدَّد بحسب قِطر الكُرة. أما فرضیتھ الخامسة،
فإنھ لا یمكن أیضًا رَسم خطوط متوازیة غیر متلاقیة على سطح الكُرة، لأن أقواس الدوّائر العظمى

تتَلاقى دائمًا، ولا یمُكن أنْ تكون متوازیة.

�ل فيه الكرُة الأرضية العالمَ الذي تصَِفه هندسةُ [المترجم: شَكلٌ توضيحيّ تمُث
ريمان حيث

"لا يمكن مدّ الخطّ المستقيم إلى ما لانهاية" وحيث "إذا كان لديَنا خطّ
مستقيم وبجانبه

نقطة منفصِلة عنه، فلا يمُكن رَسم أي خطّ يمرّ من هذه النقطة موازياً
للمستقيم الأول". في مِثل

كل هذا العالمَ الكرُوي، يكون مجموع زوايا المثلث أكثرَ من 180 درَجة. أما الش�
�ر الجانبي المُكب
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�ل شَكلَ العالمَ المُسَط�ح الذي تصَِفه هندسةُ إقليدس الذي �ع، فيمُث في المرب
تبدو عليه الأرض

عند اقترابنِا منها والعيَش على سَطحها، ويكَون فيه مجموع زوايا المثلث 180
درجة].

�ل شَكل العالمَ الذي تصَِفه هندسةُ �فة الذي يمُث [المترجم: شَكل الكرة المُزَي
لوباتشيفسكي].

یمُكن القول إنّ العالمَ الذي تصَِفھ ھندسةُ إقلیدس ھو عالمٌَ مسطَّح مُستوٍ، ففي عالمٍَ كھذا،
وھو أكثرَ النماذج التي نألفَھا في حیاتنا الیومیة، تمثِّل الخطوطُ المستقیمة بالفِعل خطوطًا مستقیمة
ر كیف تنَطبق فرضیةُ إقلیدس في الخطوط المتوازیة على السطح المستوي، ومِنَ السھل أنْ نتصوَّ
في عالمٍَ مُسطَّح: فعلَى سَطحٍ مُستوٍ، لا یمُكن أنْ نرَسم سوى خطّ مستقیم واحِد یمرّ مِن نقطة معیَّنة

موازیاً لمستقیم آخَر، كما أنھ على السطح المستوي، یمُكن مدّ الخطوط المستقیمة إلى ما لانھایة.

تركَ علماءُ الریاضیات لعلوم الفیزیاء والفلك الإجابة على السؤال: ھل تشُبھ ھندسةُ الكَون
العامّة شَكلَ الكُرة؟ أم شَكلَ البوقیَن المتلامسَین Pseudeosphere؟ أم المستوي المُسطَّح؟ ولكن
ر العلوم الفیزیائیة لمْ تحاول الإجابة على ھذا السؤال حتى القرَن التاسع عشر. ویعود سَبب ھذا التأخُّ
في الإجابة على مِثل ھذا السؤال المھمّ إلى أنّ العلماء كانوا یحتاجون إلى بعض الوقت، ومزید من
الفھَم، قبَل أنْ یدُرِكوا أنّ الإجابة مُمكِنة فِعلاً. ولم یكَن ھذا الإدراك سَھلاً، ففي البدایة لم یكن واضحًا
كیف یمُكن تحدید ھندسة كَونٍ عظیم الاتساع لا نستطیع أن نرى منھ سوى جزء صغیر؟! إنّ
محاولاتِنا لِفھَم الكَون تشُبھ في ذلك محاولةَ كائنٍ بحَريٍّ صَغیر فھَْمَ ھندسة حوتٍ عظیم، أو فھَمَ أبعاد
المحیط الھائل. كان أوّل مَنْ أدركَ أنّ ھذا السؤال مُمكِن الإجابة علیھ، وأوّل مِنْ أوضح لنا كیفیة ھذه

الإجابة ھو ألبرت أینشتاین61.



نشََر أینشتاین نظریتھ العامة في النسبیة سنة 1915، وأوضَح فیھا كیف یمُكن فھَمُ الھندسة
العامة لشيءٍ ھائلٍ كالكَون بدراسة مجموعةٍ مِنَ الملاحظات الجزئیة الصغیرة، كالمعلومات المُتاحَة
لنا نحن البشَر عن الكَون. یمُكن توضیح جَوھر تفسیره بالمِثال التالي: تخَیَّلْ نفسَكَ رَسامًا یرید رَسم
شَكل الأرض عن طریق القیام برحلات عدیدة على سَطحھا ومعكَ أفضَل وسائل البحث. ولتبَدأ
رحلتكَ بالمَسیر 100 مِیل إلى الجنوب، ثم مِثلھا إلى الغرب، ثم مِثلھا إلى الشمال، وتتوقَّع أنكَ إذا
سِرت بعدھَا مسافة 100 مِیل أخرى إلى الشرق ستصَل بالضبط إلى النقطة التي انطَلقتَ منھا، وبھذا
التوقَّع في نفسِك، تنَطلق في المرحلة الأخیرة مِنْ رحلتكَ، ولكنكَ تفُاجأ بأنك قد عُدتَ إلى نقطة
الانطلاق بأسرَع مما توقَّعتَ، وتشُیر أجھزةُ القیاس لدیكَ بأنكَ في المرحلة الأخیرة لمَْ تقطَع 100
كتْ، أو أنّ أجھزةَ مِیل، وإنما قطَعتَ حوالي 99 میلاً، وعندھا تفَترضُ إما أنّ نقطَة الانطلاق قد تحرَّ

القیاس قد أخطأتْ. فما الذي حَصل؟

الذي حَصل بالطبع ھو أنّ إحساسكَ العملي كان خاطئاً، وقد أوھَمكَ إحساسُكَ بأنّ الأرضَ
التي سافرتَ علیھا مُسَطَّحة، وأنّ الجِھات الأربع فیھا متعامِدة على بعضِھا كأضلاع المربَّع على
سَطح مستو.. الحقیقة ھي أن النقطة التي انطلقتَ منھا لمْ تتَحركْ، كما أن أجھزتكََ صحیحة تمامًا.
وفي الواقع، إن قیاسات ھذه الأجھزة إنما تشُیر إلى أنّ الأرض لیست مُسطَّحة، وأنك لمَْ تسُافر على
أضلاع مربَّع كما افترَضتَ، بل إنّ الأرض كُرویة، وبالتالي فإنّ ھندسَتھا لیست كنموذج ھندسة
إقلیدس، وإنما كَھندسة ریمان. وإلیكَ تفسیر ما حَدثَ في رحلتكَ: لقد انطَلقتَ مِنْ مكانٍ ما في النصف
الشمالي مِنَ الكرة الأرضیة، واتَّجھتَ جنوباً نحو خطّ الاستواء على أحَد خطوطِ الطول، وبعَد مسافة
100 مِیل، اتَّجھتَ غرباً على أحَد خطوط العرَض لمسافة 100 مِیل، ثم اتَّجھتَ نحو القطب الشمالي
على خطّ طولٍ آخَر لمسافة 100 مِیل، وكانت مسافةُ العودة مِن ھناك إلى نقطة انطلاقكَ أقلّ مِن

100 مِیل لأنّ خطوطَ الطول تتَقارَب كلما اقترَبتَ مِن القطب، وتتَباعَد كلما ابتعَدتَ عنھ.

مة ھذا الفصَل، یمُكنكَ الآن أنْ تعَرف لوَن الدُّب في الأحجِیة الأمریكیة التي ورَدتْ في مقدِّ
فھذا الدُّب لا بد أنْ یكون دبُ�ا قطبی�ا أبیضَ اللون، لأنّ المثلث الذي سارَ علیھ الصیادون لا یمكن أنْ
یحَدثُ إلا إذا كانت نقطة انطلاقھم في القطب الشمالي ذاتھ. یحُاول الفلكَیون في ھذا العصر التوصُّل
إلى فھَمِ ھندسةِ الكَون بطریقةٍ تشُبھ ما ذكَرناه آنِفاً عن ھندسةِ الكُرة الأرضیة: أي بدراسةِ وتصویرِ
وقیاسِ جزءٍ مِنَ الكَون بدقةّ كبیرة، وھم متفائلون بقدرَتھم على تحقیق ذلك بفضَل ثقتھم بنظریة
قھم في فھَمھا، بحیث دخََل اللامعقول واللامألوف أینشتاین، وبفضَل مَعرفتھم لأنواع الھندسة، وتعمُّ
في أسالیب تفكیرھم وتصوّراتھم. یمُكننا مِنْ خلال قدُرتنا على تصوّر اللامعقول واللامألوف أنْ
نزید فھَمَنا، وندُركَ وضوح علاقتنا بالأشیاء، حتى بتلك العوالِم الافتراضیة التي لا نستطیع الوصول

إلیھا فیزیائی�ا وعملی�ا لأنھا تقعَ خارج مَجال إحساساتنا العادیة.

یدَرسُ الفلكَیون المادة الكونیة التي تحُیط بنا وھم مسلَّحون بالتلسكوبات البصریة
وتلسكوبات الرادیو ونظریة أینشتاین، ویتَفحَّصون النجومَ وغیوم الغازات والغبار التي تنَتشَر في
الفضاء... والھدف ھو الإجابة على السؤال: ما ھي ھندسة الكَون؟ حتى الآن ما زالت قیاساتھم غیر
دقیقة إلى درجة تكفي للوصول إلى إجابة قاطِعة، ولكن یبدو شیئاً فشیئاً أنّ ھندسةَ الكَون تشبھ

ره ھندسةُ غاوس وبولیاي ولوباتشیفسكي...! النموذج الذي تصُوِّ
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ھة إلى ثقتنا التاریخیة بھندسة إقلیدس، ومع قد تمُثِّل ھذه النتیجة المبدئیة صَدمة أخرى موجَّ
ھتْ إلى إحساساتنا العادیة على مَر القرون الأخیرة، ھذه الصَّدمات والتناقضات الأخرى التي وُجِّ
یمكننا أنْ نتساءل فیما إذا كنا نستطیع الاعتماد على إحساساتنا العادیة العامة في دراسة الكَون البعید.
باختصار: ھل یمُكن اعتبار إحساساتنا العامة، وتجارب حیاتنا الیومیة على الأرض حقائقَ كَونیة

شاملة؟

استطَعنا بالاعتمادِ على فھَمِ الأنواع المختلفة من الھندسة اللاإقلیدیة أنْ نجُیبَ على ھذا
السؤال. لقد توصَّل علماءُ الریاضیات الآن إلى إدراك أنھ على الرغم من اختلاف العوالِم التي
تصَِفھُا أنواعُ الھندسة الثلاثة إذا نظَرنا إلیھا عن بعُد، إلا أنھا تصُبح مُتماثِلة إلى حَدّ كبیر إذا انغمَسنا
م النماذج الثلاثة: إذا نظَرنا عن بعُدٍ ر ھذه الملاحظة عند تفھُّ فیھا ونظَرنا إلیھا عن قرُب. یمُكن تصَوُّ
كبیر، یمُكن تمییز سَطح البوقیَن والكُرة والمستوي المسطَّح عن بعضھا بكل سھولة، ولكن إذا نظَرنا
إلیھا مِنْ مسافةٍ قریبة جِد�ا، فإنھا تبدو متشابِھة تمامًا. ولا یجب أنْ تدُھِشنا ھذه الملاحظة، لأنھا
تنسَجم مع ما نعَرفھ عن الخطأ الذي ارتكبھَُ القدماء عندما ظَنوّا أنّ الأرض منبسِطة، ولمْ یدُركوا
كُرویتھا بسھولة. ولكنّ الحقائق والعلاقات الریاضیة كانت مختلفة، وظھَر أنھّ على الرغم مما كان
لِھندسةِ إقلیدس مِن دوَرٍ ھامّ في الریاضیات والھندسة، فإن كلّ أنواع الھندسة تنَطَبق في الحقیقة على

نموذج ریمان، ونموذج لوباتشیفسكي.

ویبدو أنّ الأمر یتعلَّق أساسًا بنسبةِ القیاس، فإنّ إحساسَنا العادي العام الذي یوافِق ھندسةَ
إقلیدس لا یعَود إلى كَونِنا بشرًا، أو إلى ظروف حیاتنا البشریة في حَدِّ ذاتھا، ولكنَّ إحساسَنا العام
الذي جَعلنَا نعَتقد بعالمَیة ھندسة إقلیدس على مَرِّ ألفيَ سنة، إنما یعود أساسًا إلى صِغر أجسامنا
نا بالنسبة إلى عظَمة الكَون. وإذا كانت ھنالك بالقیاس إلى سِعة الكَون، وإلى مَحدودیة قدرة حواسِّ
مخلوقات أخرى تعَیش في ھذا الكَون، ولھَا تلك الإحساسات المَحدودة مثلنا، فمِنَ المتوقَّع أنھا في

المراحل الأولیة من مراحل تطوّرھا الفكري سَتقدِّس وسَتثِق مثلنا بھَندسةٍ على نمَط ھندسة إقلیدس.

وھكذا، بسبب نمو قدرتنا على تصوّر اللامعقول وفھَم اللامألوف الذي اكتسَبناه مِنْ خلال
تعلمّنا الھندسةَ اللاإقلیدیة، فإنّ إحساسَنا وفھمَنا العادي العام قد تواضَعَ وعَظُمَ في الوقت نفسھ:
تواضَعَ لأننا ندركُ الآن أنّ إحساسَنا العادي العام لیس كافیاً، ولا یمُكن الاعتماد علیھ وَحده في فھَمِ
العالمَ وما وراءه، ولكنَّھ في الوقت نفسھ قد تعَاظَم وازداد قوة وصَفاء، لأننا ندُركُ الآن بدقَّةٍ ریاضیة
أنھ إذا وجِدت أنواع أخرى من الحیاة في أنحاء الكَون كما یعَتقد أغلب علماء الفلكَ، فلا بد مِنْ أنْ

ا بالفعل. یكون إحساسنا العام عالمی�ا وعام�



قضیة اعتقاد وإیمان:

Godel's Theorm نظریة غودل

"إنّ ما یبدو مخطّطًا وواقعی�ا لا یمكن أنْ یكون كافیاً لكي یشمل كل الحقیقة".

Boris Pasternak بوریس باسترناك

منذ حوالي خمسین سنة خَلتَْ، كانت الحقیقة تعني بالنسبة إلى عالِم الریاضیات أنھا مرادِفة
للإثبات المنطقي. وكان الرأي المُفترَض یعُتبر صحیحًا إذا أمكن إثبات صحتھ منطقی�ا، ویعُتبر
مَغلوطًا إذا لمْ یمكن إثبات صحتھ. ولھذا عاش علماء الریاضیات في عالمٍَ مِن الوَھم المثالي لم یتُرَك
فیھ شيء للاعتقاد أو للإیمان، لأنّ كل شيء في عالمَھم كان مِنَ الممكن إثبات صحتھ أو خطئھ. وفي
المقابل، ففي العالمَ الذي نألفھ ونعیش فیھ، یلعبُ الاعتقادُ والإیمان دوَرًا كبیرًا في تحدید الحقیقة
وتِبیان الصواب والخطأ. وعلى وَجھ التحدید، فإنّ الفرضیات التي تثیر الجَدل والخِلاف (مِثل نظریة
داروین ونظریة الخَلق في أصل الأنواع) ھي فرضیاتٌ مقبولة على نِطاقٍ واسِع على الرغم من أنھا

غیر مثبتة الصحة، وربما لن تثَبت صحتھا أبداً.

في سنة 1931، تغیَّر عالمَُ الریاضیات المثالي وأصبح أقرَب إلى عالمَنا الواقعي عندما
أثبتََ عالِم المنطق النمساوي كورت غودل62 أنھ سَتوجَد دائمًا بعضُ الحقائق الریاضیة التي لا یمُكن
إثبات صحتھا منطقی�ا. وفجأة، دخََل إلى عالمَ الریاضیات المثالي دوَرٌ رسميٌّ نظاميّ للاعتقاد
الشخصي والرأي الذاتي...! لأنّ الطریقةَ الوحیدة الممكِنة للاعتراف بحقیقةٍ لا یمُكن إثباتھا، سواء
كانت حقیقة ریاضیة أم غیرھا، ھي قبول تلك الحقیقة على أنھا قضیة اعتقاد وإیمان وتسلیم (في
الواقع، لقد كان مدى تأثرّ عالِمِ الریاضیات بذاتیتِّھ وإحساساتِھ الداخلیة، بالإضافة إلى شعوره
ا بل وأساسی�ا في تشكیل فرضیاتھ). لقد كان في إثباتِ غودل ھذا، مقدمةً لِنتائج لم الغریزي، دوَرًا ھام�
تدُرَك أبعادھا الكاملة حتى الآن: أصبح مِنَ الضروري بالنسبة لعلماء الریاضیات أنْ یقَبلوا وجودَ
روا ما سیكون دوَر الاعتقاد والإیمان في عالمَھم الجدید بعد حقائق لا یمُكن إثباتھا، ولكنھم لم یقرِّ

غودل.

مع بدایة القرن العشرین، بدأ عالمَ الریاضیات المثالي القدیم بالانھیار والتَّحول إلى شَكلِھ
الجدید، ووُضِع المنطق الذي كان القاعدة الأساسیة في البرھان الریاضي تحت منظار الشكّ منذ ذلك
الحِین. طَرح بعضُ علماء الریاضیات مثل برتراند رَسل63 بعضَ التناقضات المنطقیة التي لا یمكن
حلھّا بدون إجراء بعض التعدیلات في المنطق التقلیدي. ولكي تزداد الأمور تعقیداً، اختلفَ علماءُ

ً



الریاضیات اختلافاً كبیرًا حول اختیار الحلّ الأمثلَ من التعدیلات المقترحَة. أثارَتْ ھذه التطورات
كثیرًا مِنَ القلق في ذلك الوقت، لأنّ علماءَ الریاضیات كانوا منھَمكِین آنذاك في جُھدٍ مُركَّز لِتطویر
عِلم الحِساب والأعداد وإرسائھ على قواعد منطقیة راسِخة كما فعَلَ إقلیدس في استِنباط حقائقھ
ا، لأنّ عِلم الھندسیة، أي بالاستِنتاج المنطقي بدءًا مِنْ مُسلَّمات أولیة بسیطة وقلیلة. كان ھذا جُھداً مھم�
ر على مرّ القرون بشكلٍ عفويّ، وكانت بعضُ حقائقھ قد قبُِلتْ بدون الحساب والأعداد كان قد تطوَّ
برھان، حتى فقدََ علماءُ الریاضیات الثقةَ بمنطقیة ھذا العِلم بشكلٍ عام، ولكن نجاح ھذا الجُھد العظیم
ظلَّ معلَّقاً في المیزان، بینما استمرّ الحِوار والخِلاف حول كیفیة تعدیل المَنطق حتى الثلاثینیات. ثم،
في سنة 1931 حسَمَ غودل الموقف وحلَّ الخِلاف ببرھانھ على أنھ سَتظلُّ بعضُ حقائق الریاضیات
دائمًا غیر قابلة للبرھان المنطقي. كانت ھذه النتیجة رائعة في حَدِّ ذاتِھا، ولكن ما زادَ في قیمةِ

وأھمیةِ ما حقَّقھ غودل ھو أنھ استخَدم المنطق في اتِّھام المنطق...!

تعَتمدُ طریقةُ غودل على مناقشة فرضیة لا یمكن إثبات صحتھا منطقی�ا، وتشُبھ في ذلك
السؤالَ الذي طَرحَھُ رَجُلٌ على امرأة في أحَد الإعلانات التلفزیونیة فقال: "هل صحيح أنه
عندما تقولين لا فأنت تقصدين نعَمَ؟". تقَودُ فرضیةُ غودل إلى التناقض الحتميّ بسبب

تركیبھا اللفظيّ الخاصّ سواء اعتبَرھا المرء صحیحة أو مغلوطة.

تصََورْ مثلاً أننا قد أثبتَنا منطقیاً صحة الفرضیة "لا یمكن إثبات صحة ھذه الفرضیة" فإنّ
إثبات صحتھا یعني أننا قد نفیَنا صحة قولِنا بأنھ "لا یمكن إثبات صحة ھذه الفرضیة"، أي أنّ ھذه
الفرضیة مغلوطة...! باختصار، عندما نثُبِت صحة الفرضیة فإننا نثُبِت خطَأھا...! وھذا تنَاقضٌ لا

معنى لھ.

مِنْ ناحیة ثانیة، تصََّور أننا قد أثبتَنا منطقی�ا عدم صحة الفرضیة، فإنّ نفیھَا یعني عدمَ صحة
ة ھذه الفرضیة"، أي أنّ ھذه الفرَضیة صحیحة...! أي أننا عندما قولنا بأنھ "لا یمُكِن إثبات صِحَّ

نثُبتُ عدم صحة الفرضیة فإننا نثُبتُ صحتھا...! وھذا تنَاقضٌ لا مَعنى لھ أیضًا.

وھكذا یبدو واضِحًا الآن بعَد ھذا التحلیل أنّ الفرضیة الصَّحیحة ھي أننا: "باستِخدام
المنطق، لا یمكن إثبات صحة ھذه الفرضیة". لا نستطیع القولَ بأننا قد أثبتَنْا صحة ھذه الفرضیة،
لأن ھذا سَیوقعنا في التناقض المنطقي مِنْ جدید، ولكنَّنا نسَتطیعُ القولَ بأننا نؤمِن ونعَتقِد بٍأنّ ھذه

الفرضیة صحیحة...! [المترجم: یشبھ ھذا التناقض المنطقي قولنُا في اللغة: لكلِّ قاعدةٍ شَواذ].

قادَ ھذا الاكتشافُ غودل إلى الاعتقاد بأنھ لا بد مِنْ وجود عددٍ لانھائي مِنَ الفرضیات
الریاضیة التي تتبع ھذا النمَّط، فرضیات واضحة الصحة بشكل خارجٍ عن مجال المنطق، ولا یمكن

إثباتھا بالمنطق. سأسمّي مِثل ھذه الفرضیات ھنا: "الحقائق التي لا یمُكِن إثباتھا منطقیاً".

د نتائجُ غودل بشكلٍ دقیق عَددََ الحقائق التي لا یمكن إثباتھا في الریاضیات، ولا تبُیِّنُ لا تحُدِّ
ن عالِم الریاضیات من معرفة طبیعتھا الخَارجة عن مَجال المنطق، ولا حتى الخواصُّ التي تمُكِّ
الحقیقة الریاضیة التي لا یمكن إثباتھا منطقی�ا. ولذلك فمِن حیث المبدأ، أصبح على علماء الریاضیات

َّ ُّ



الآن أنْ یعمَلوا في عالمٍَ یمكِن أنْ تكون فیھ كلُّ فرضیةٍ ریاضیة حقیقة لا یمكن إثباتھا، ولا یتَّضِح فیھ
ة فرضِیة یشُّك في كونھا نوع المبادئ الخارِجَة عن المنطق، والتي یجب أنْ تسُتخدمَ في تِبیان صِحَّ

حقیقة لا یمكن إثباتھا.

یمكن اعتبار ملاحظة كریستیان غولدباخGoldbach Christian 64 مِثالاً للحقیقة التي لا
یمكن إثباتھا في عِلم الحساب. فقد لاحَظ غولدباخ أنھ یمُكن كتابة كلّ عَدد زوجيّ بشكلِ حاصِل جَمع
عددیَن أوّلیَّین [العدد الأوّلي ھو الذي لا یقَبل القِسمة بدون باقٍ إلا إذا قسُِمَ على نفسِھ أو على واحِد
مِثل: 1، 2، 3، 5، 7، 11، 13، 17، 19، 23،...]. یمُكن كتابة كل مِنَ الأعداد الزوجیة 2، 4، 6،

8 مثلاً بِشكلِ حاصِل جَمع لِعددین أوّلیین أي:

1 + 1 و1 + 3 و3 + 3 و1 + 7 وھكذا.

لاحَظ عالِم الریاضیات الألماني كریستیان غولدباخ سنة 1742 ھذا الأمر وعرضَھ على
عالِم الریاضیات السویسري الشھیر آنذاك لیونھارد أویلرLeonhard Euler 65، ولكن أویلر لمْ
یستطع إثبات صحة ھذه الملاحظة. وعلى الرغم من أنّ تطبیقھا قد استمرّ صحیحًا حتى العدَد
,000,0002، إلا أنّ أحَداً لمْ یستطع إثبات صحتھا منطقی�ا حتى الآن. وإذا أخَذنا اكتشافَ غودل بِعیَنِ
الاعتبار، أدرَكنا أنّ فشلَ علماء الریاضیات في إثبات صحة ملاحَظة غولدباخ على مرّ 250 سنة
یدلُّ على أنھا إما أنْ تكون حقیقة لا یمُكن إثباتھا، أو أنھا مَغلوطة على الرغم من كل الدلائل التي
تؤیدّ صحتھا! وكلما مرّ الزمن، ازدادتْ صعوبةُ التأكُّد مِنْ كَونھا حقیقة لا یمكن إثباتھا، أم أنھا
ملاحَظة خاطئة. والسؤال الذي یزُعِج علماءَ الریاضیات ویلحُّ علیھم للإجابة ھو: إلى متى سَیطول
انتظارھم؟ وما ھي الوسائل التي ستمكّنھم منْ معرفة أيّ مِنْ ھذیَن السؤالیَن ھو الأصحّ احتمالاً؟ إنّ
د استِخدام كلمة "احتمالاً" في سِیاق البحث عن حقیقةٍ ریاضیة ھو أمرٌ شاذٌّ غریب لمْ یألفَھ مجرَّ
علماءُ الریاضیات في عالِمھم المثالي قبَل عَصر غودل. والآن، یبدو الوصول إلى مِثل ھذا القرار

وإلى الإجابة الصحیحة أكثرَ ضرورة وأبعدَ خَطرًا وأھمیة.

إذا لم یمُكِن التوصُّل إلى البرھان الیقیني بشكلٍ أو بآخَر، فستظلّ الملاحظةُ الصحیحة
موجودة بشكلٍ مُعلَّق غیر مفید في الریاضیات. أما إذا تمّ التوصُّل إلى قرار خاطئ، فسوف تسُتعمَل
الملاحظة المغلوطة بشكلٍ غیر سلیم كأساس لِنتائج حسابیة أخرى. وعلى كلِّ حال، یبدو أنّ القرار
سیكون قرارًا عملی�ا وغیر نھائي. إنّ البحث عن طریقة الحلّ ھو أمرٌ خطیر في حدِّ ذاتھ، لأنّ
اكتشافَ غودل یقضي أنّ ھذه الطریقة یجب أنْ تسَتندَ إلى الاعتقاد والإیمان بدلاًَ مِنَ المنطق. وأنّ
إدراج أي مبدأ إیماني أو اعتقادي في الریاضیات سَیغُیَرّ طَبیعتھا المنطقیة الیقینیة المثالیة، وستتحَدَّد
نوعیةُ ھذا التغیر بطریقة الحلّ التي سَتطَُبقّ. وما زال مجال الاختیار واسِعاً أمام علماء الریاضیات
في عالمَ الإیمان والمعتقدات، إذ یوجَد الآن احتمالان على طرَفيّ نقَیض، وھما ما أریدُ تسَمیتھما:

المبدأ المادي، والمبدأ الإیماني في الاعتقاد.

ً ُ ُ



حَسب المبدأ المادي، تعُتبر الفرضیةُ صحیحةً إذا كانت أبسَط تفسیر ممكِن للواقع. أي أنھ
مبدأ ینَطلقُ مِنَ الاعتقاد بأنّ الفرضیة یجب أنْ تكون جمیلة وفنیةّ عَقلانی�ا، مُختصَرة ومُوجَزة
ومَقبولة فكری�ا، بالإضافة إلى قدُرَتِھا على تفسیر الملاحظات والمشاھدات الواقعیة البیَِّنة. وھذا ھو
المبدأ الذي أرشَد نیكولاوس كوبرنیكوسNicolaus Copernicus 66 في القرَن السادس عشر إلى
نظریتھ في دوَران الكواكِب حول الشمس، عندما رَفض نظریةِ مَركَزیة الأرض التي كانت سائدة
آنذاك على الرغم من أنّ كلا� مِنْ ھاتیَن النظریتیَن كانت تفسّر المشاھَدات الواقعیة المُتاحَة في ذلك
الوقت، ولكن حتى یتمكَّن أصحابُ نظریة مركَزیة الأرض مِنْ تفَسیر حركة الكواكِب حول الأرض،
اضطروا إلى تبَنيّ نموذج معقَّد للمجموعة الشمسیة، في حین كان نموذج كوبرنیكوس أكثر إقناعًا
بسبب بساطَة انتِظام وتنَاظر مَسارات الكواكِب في دوَرانھا حول الشمس. بالاستِناد إلى ھذا المبدأ
سًا في نشَر نظریتِھ في دوَران الكواكِب حول الشمس بدلاً مِنْ وحدهَ، انطلقَ كوبرنیكوس متحمِّ

نظریة دوَران الكواكِب حول الأرض.

یعُتبر ھذا المبدأ الماديّ في العِلم الحدیث بمَثابة قانونٍ في الاعتقاد والتصدیق، ویسمّى عادةً
بمَبدأ أوكام Occam Principle أو قانون الاقتصاد The law of parsimony للفیلسوف ویلیام
أوكامWilliam of Occam 67 الذي كان أول مَنْ طرَح فِكرةَ الاقتصاد في المنطق، وعدم زیادة
الفرضیات فوق اللزوم والضرورة، وذلك في القرَن الرابع عشر. كما صاغَ ھذا المبدأ في القرَن
التاسع عشر العالِم النمساوي الشھیر إرنست ماخErnest Mach 68 قائلاً أنَّ العالِمَ یجب ألا یضَعَ

ر المشاھَدات الواقعیة بشكلٍ موضوعيّ بسیط وموجَز. ثقتھَ وإیمانھ إلا في تلك الفرضیات التي تفسِّ

على النَّقیض مِنَ المبدأ المادي، فإنّ المبدأ الإیماني لا یحَكُم على الفرضیة بِحَسب قدرتِھا
دُ الھدفَ على تفسیرِ المشاھَدات الواقعیة فقط، وإنما أیضًا بمِقدار انسِجامھا مع فلسفةٍ عامّة تحُدِّ
والغایة لكل شيء. وبینما یسَتند المبدأ الماديّ في العِلم على أنّ صحة الفرضیة لا یمُكن إثباتھا إلا
بالاعتماد على ما تدُرِكھ حواسُّنا الخَمس بالملاحظة والتجربة، فإنّ المبدأ الإیماني الغیبي یسَتند على

أنّ وجود الغایة أو الغرض ھو عامل إضافي یجب أخذه بعین الاعتبار في البحث عن الحقیقة.

اتبّع الأسقفُ ویلیام بالي William Paley في القرَن التاسع عشر المبدأ الإیماني الغیبي
د فرضیتھ في الخَلق المقدَّس والتي سمّاھا: "الإثبات مِنَ الغایة والقصد" ولكي في الاعتقاد لكي یؤكِّ
ر ینَفي نظریةَ داروین في التطوّر، على الرغم من أنّ كلا� من ھاتیَن الفرضیتیَن یمكن أنْ تفسِّ
المشاھَدات الواقعیة المُثبتَةَ آنذاك. في حین أنّ داروین، عندما أراد تفسیر أصل الأنواع علمیاً، اتَّجَھَ
إلى فھَمِ التَّنوع الظاھر والانسجام الواضِح الموجود في عالمَ الحیوان والنبات دون اللجوء إلى
افتراض وجود غایة أو ھدفَ محدَّد لھا، فبالنسبة إلى داروین، یعَتبر التَّنوع والانسجام نتیجة حتمیة
لِعملیةٍ عشوائیة غیر مقصودةَ وغیر محدَّدة الھدفَ، وتؤدي عفوی�ا إلى انتقاءِ وانتخابِ الأفضَل
والأكثرَ نجاحًا في التَّأقلم مع ظروفِ البیئة مِنْ بین كلّ الطَّفرات والتغیرات الوراثیة الطارئة. وعلى
ر التَّنوع والانسِجام النقیض مِنْ فرضیة داروین المادیة، فإنّ فرضیةَ الإثبات مِنَ الغایة والقصد تفُسِّ



في الطبیعة على أنھما مِنْ صُنع قدیرٍ حكیم. وھكذا فإنّ فرضیة الإثبات مِنَ الغایة والقصد ھي
سًا في نشَرھا. فرضیةٌ صحیحة وفقَ المبدأ الإیماني الغیَبي، ولذلك انطلقَ بالي متحمِّ

ذكَر بالي في مَعرضِ حِواره الشھیر مع داروین فكرتھَ عن الإثبات مِنَ الغایة والقصد
ھكذا: افترَِضْ أنكَ مسافرٌ في قطار، وشاھدتَ مِنَ النافذة بعضَ الأحجار المرتَّبة على سَفحِ جَبلٍ
قریب بحیث تكَتبُ جملة: "أھلاً وسھلاً في ولایة ماساتشوستس". لعلَّھ لنَ یخَطُر في بالِكَ أنْ تشَكَّ
لحظةً بأنّ ھذه الأحجار قد تم ترتیبھا قصداً، وعلى الرغم من ھذا، یمُكن أنْ یعتقدَ شخصٌ ما بأنّ ھذا
الترتیب كان صُدفة مَحضَة حدثَتْ على مرّ سِنین طویلة مِنَ التغیرات الجیولوجیة الطبیعیة، ویمُكن
لِھذا الشخص أنْ یعَتقد بعدَم وجود القصَد والغایة مِنْ وجود الإنسان على الأرض أیضًا. ولكن مھما
كان اعتقادكَ وإیمانكَ، فإنكَ إذا صدقّتَ أنّ ترتیبَ ھذه الأحجار یدلُّ فِعلاً على وصولكَ إلى ولایة
ماساتشوستس، فإنك تؤمِن بالضرورة بصحّة الاستِنتاج الغیَبي الذي یسَتندُ إلى القصد والغایة، وإلا

فلن یكون تصرفكَ عقلانی�ا... ولا یمكنكَ أنْ تتَّبع طریقیَن متناقضَین في الوقت نفسھ...!

ر الآن بِعیَنِ الإنسان: كما ھو الحال بالنسبة إلى تلك الأحجار المرتَّبة، فإنّ عَین الإنسان لنفكِّ
كَعضو حسَّاس یمكن أنْ یعُتبرَ وجوده لِغایةٍ وقصَد، أو أنھ صُدفة نتجَتْ عن قوى التَّطور العشَوائیة.
ومھما كان اعتقادكَ وإیمانكَ، فإنكَ إنْ صدَّقتَ عینیكَ كَدلیلٍ على مظاھر العالمَ من حولكَ، فإنك
سَتؤمن بالضرورة بصحّة الاستِنتاج الغیَبي الذي یسَتند إلى القصَد والغایة. والخلاصَة: بما أنھ یمُكننا
تقَدیم مُناقشَة مماثِلة حول كل عضو من أعضاء جِسم الإنسان الرائعة، بما فیھا الدماغ نفسھ، فإننا

نسَتنتج أنّ جِسم الإنسان قد خُلِقَ بقصَدٍ وغایة.

نشَأتْ في عالمَ الریاضیات فلسفتَان مُتعارضِتان بشدة یمكن اعتبارھما بمَثابة تطبیق للمبدأ
المادي والمبدأ الإیماني في الاعتقاد والتصدیق: یسُمَى أتباعُ الفلسفة المادیة في الریاضیات
"الشَّكلیین Formalists"، وھم یؤمنون بأنّ الریاضیات ھي من اختراع العقل البشري، وحَسبَ
معتقداتھم، فإنّ الفرضیات الریاضیة لا تشُیر بالضرورة إلى أي أمرٍ حقیقي، وأنّ إثبات صحة
فرضیة ریاضیة ما، لا یعَني سوى أنھا اختراعٌ ناجح، مَثلھا كمَثل طائرةٍ تنَجَحُ في الطیران. وعلى
النَّقیض مِنْ الشَّكلیین، یقَِف الأفلاطونیون Platonists الذین یؤمنون بفلسفة شِبھ غَیبیَّة، إذ یعتقدون
ننا مِنْ اكتشاف الحقائق التي توجَد بالفعل بأنّ الریاضیات، مِثل بقیة العلوم، ھي وسائل ناجحة تمكِّ
مستقلةً بذاتھا عن العقل الإنساني. وحَسب معتقداتھم، فإنّ النظریات الریاضیة تشُیر بالفِعل إلى أمور
حقیقیة مستقلةّ بذاتِھا عن العلاقات الریاضیة التي تصَِفھُا، وأنّ إثبات صحة فرضیة ریاضیة ما،

یشابھ إثبات صحة فرضیة علمیة، مِثل مركَزیة الشمس.

یمكنني أنْ أتصوّر احتمال تصادم الشَّكلیین والأفلاطونیین في حِوارٍ عن كیفیة التَّحقق مِنْ
صحة فرضیة قدیمة، مِثل فرضیة غولدباخ - التي لا یمُكِن التَّحقق مِنْ صحتھا أو خطئھا باستخدام
المنطق وَحدهَ في عِلم الحساب - یمیل الشَّكلیون إلى اعتبار مثل ھذه الفرضیة كاختراع فاشل، وربما
تھ بعد 250 سنة مِنَ العمل والبحث اتَّجَھوا إلى الاعتقاد بأنّ اختراعا كھذا لمْ یمُكِن التَّحقق مِنْ صِحَّ
فإنھ ربما لن یثُبت أبداً. أما الأفلاطونیون، وكان غودل مِنْ بینھم، فھُم أمَیلَُ إلى اعتبار فرضیة

َّ



غولدباخ وأمثالھا كَفرضیات علمیة لا یمكن إثبات صِحّتھا بالمنطق، ولكنَّھا مؤیَّدةَ بملاحظات واقعیة
عدیدة، مثلھا في ذلك كمَثل الداروینیة الحدیثة في العلوم الطبیعة.

د اكتشافُ غودل على حتمیةِ وجود فرضیات لا یمكن إثباتھا بالمنطق. ولذلك، فمِن یؤكِّ
المؤكَّد أنّ خلافاتٍ كَھذه سَترِد في عالمَ الریاضیات كما ترَِد في الخلافات حول وجود الله في عالمَ
الطبیعة. وخلال ذلك، فإنّ عالمَ الریاضیات المعاصِر ھو عالمٌَ لا تنَطَبق فیھ الحقیقةُ الریاضیة على
د الثقة والتصدیق بصحة البرھان المنطقي ھي قضیةُ إیمان البرھان المنطقي دائمًا، بل إنّ مجرَّ
واعتقاد، ویعود ھذا إلى أنّ غودل قد بیََّن لنَا أنّ أيّ مَنھجٍ منطقيّ لن یستطیع إثبات كل الفرضیات
الریاضیة الصحیحة فعلاً، بل إنّ أي منھج منطقي لا یستطیع أنْ یثبت انسجامھ المنطقي ذاتھ...! أي
بكلمة أخرى، إنّ الثقة بالمنطق لا تقلّ ذاتیةً عن الإیمان بالمبدأ المادي أو بالمبدأ الغیَبي في الاعتقاد

والتصدیق، لأنّ المنطقَ ذاتھ لا یمُكن إثبات صحتھ منطقی�ا وموضوعیاً.

ض إلیھ الشك، لا یعَني كل ما سَبق أنّ الفھم التقلیدي للمنطق في الریاضیات كَیقینٍ لا یتَعرَّ
لا یمُكن أنْ ینسَجم مع اكتشاف غودل. لِنتذكَّر فرضیةَ دوَران الكواكِب والشمس حول الأرض
ض إلیھ الشك، لأنھا استنَدتْ إلى (مركَزیة الأرض) التي كانت تعُتبَر ذات یوم كالمنطِق یقیناً لا یتَعرَّ
إیمانٍ شِبھ غیبيّ بِقدُسِیَّة الحیاة على الأرض، ففي السنوات الأخیرة أدُخِلتْ فكرة مركَزیة الأرض
مِنْ جدید في حقائق العلوم الحدیثة عن طَریق إدراكِ أنّ الأرض تشَغلُ بالفِعل مَكاناً متمیزًّا في
المجموعة الشمسیة، وھو المكان الوحید الذي یمكن أنْ توجَد فیھ الحیاة، رغم أنّ ھذا المكان لیس في
مركز المجموعة الشمسیة مِنَ الناحیة الھندسیة. ولربما یستطیع علماء الریاضیات في السنوات
القادمة أنْ یعیدوا الاعتبار إلى الثقة القدیمة بیقَینیة المنطق في الریاضیات، ویعُیدوا إدخالھا في
حقائق الریاضیات الحدیثة. لقد أزاحَ اكتشافُ غودل المنطقَ مِنْ مَكانھ المركَزي في عالمَ
الریاضیات، ولكنھ بعمَلِھِ ھذا دفعَنَا إلى البحَث عن مَكانٍ لا مركزَيّ، ولكنھ متمیِّز، لذلك المبدأ النادر

من مبادئ الاعتقاد والإیمان: ذلك النوع مِنَ الإیمان الصادق العمیق الذي یعَترِف بِقصورِه.
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Optimizing التفاؤل



الكرة البلوّریة غیر الصافیة

الإحصاء ونظریة الاحتمالات



Statistics and Probability Theory

"في العدد القلیل من الأمور التي نستطیع معرفتھا بشيء من الیقین... فإن الوسائل
الأساسیة في إثبات الحقیقة تعتمد على الاحتمالات".

Pierre Simon de Laplace بییر سیمون دو لابلاس

كل ما توصَّل إلیھ علماء الفیزیاء عن العالمَ الطبیعي یدَعونا إلى قبول الشك وعدم التأكُّد،
حتى سلوك الذرات الذي تصََور العلماء ذات یوم أنھم یستطیعون تحدیده والتَّنبؤ بھ بدقَّة، اتَّضَح لنا
الآن أنھ لیس كذلك. نستطیع أحیاناً أنْ نتنَبأ بالسلوك والتَّصرف الذي لا یمكن توقُّعھ، ونعَتمِد في ذلك
على نظریة الاحتمالات في الریاضیات وفرعھا الحدیث: عِلم الإحصاء، وتعُتبَر ھذه الوسائل في
ننا مِنْ جَعل عالمَنا المجھول عالمًَا یمكن التَّنبؤ بما سیحَدث بعض الحالات الطریقة الوحیدة التي تمكِّ

فیھ.

ھناك أشیاء یمُكِننا تحدید سلوكھا بدقةّ، مِثل حركة القمر حول الأرض. وھناك أشیاء لا
یمُكِننا تحدید سلوكھا ولا التَّنبؤ بھا إطلاقاً، مِثل اختیار عَدد بشكلٍ عشوائي مِنْ مجموعة الأعداد
الحقیقیة. وھناك أشیاء یقعَ سلوكھا بین الحالتیَن السابقتیَن، مِثل سلوك حَجر النَّرد عند رَمیِھ، إذ لا

یمُكِننا تحدید ھذا السلوك تمامًا، ولكن یمُكِننا التَّنبؤ بھ بصیغة الاحتمالات.

نشُاھد نماذج السلوك الحتميّ الذي یمُكِن التَّنبؤ بھ تمامًا في الأشیاء التي تخَضَع في حركتھا
دائمًا لِقوانین صارِمة، ویمُكن مَعرفة مستقبل ھذه الأشیاء والتَّنبؤ بھ بدقَّة بالاستِناد إلى معرفة حالتھا
ف الأجسام السماویة الحالیة، ومعرفة القوانین التي تسُیطر على حركتھا وتطوّرھا، فمَثلاً تتصَرَّ
بشكل حتميّ، لأنّ حركتھا تخضَع بشكل تام لقوانین الجاذبیة. وبسبب النجاح المَبدئي الذي تحَقَّق في
التَّنبؤ بحركة الأجسام السماویة، مِثل مُذنَّب ھالي Hally`s Comet افترَضَ أغلب علماء القرَن
الثامن عَشر أنھم یستطیعون التَّنبؤ بسلوك أيّ شيء وكلّ شيء، حتى سلوك الإنسان بالدقَّة ذاتھا،
ولعلھ مِنَ الثابت لدیَنا الآن أننا نستطیع التَّنبؤ بعودة مُذنَّب ھالي بدقةّ أكبر بكثیر مِنْ قدرتنا على

التَّنبؤ بأي شيء آخَر تقریباً.

مِنْ ناحیة أخرى، یمكن أنْ نجَد نماذج السلوك العشوائي في الأشیاء التي لا تخضَع لأيّ
قانون، ولكنّ مِثل ھذه النماذج المتقلِّبة نادرة جِد�ا، وربما غیر موجودة إطلاقاً، إذ لمْ یتمكَّن علماء
الفیزیاء ولا علماء المجتمع حتى الآن مِنْ اكتشاف أیة ظاھرة طبیعیة عشوائیة تمامًا لا یمُكِن التَّنبؤ
بسلوكھا إطلاقاً، ویبدو أنّ ھذا ینُاسب أغلب العلماء ویرَوق لھم تمامًا، لأنّ العِلم یعَتمِد أساسًا على
الإیمان بالحتمیة، وعلى الثقة بأنّ الكَون یخضَع لنظام عقلاني منظَّم لا مَكان فیھ للفوضى ولا

للسلوك العشوائي اللامعقول.



إنّ عدم وجود أي نموذج للسلوك العشوائي والفوضى في العالمَ الطبیعي یجَعلُ مِن الصعب
لوا إلى نماذج عشوائیة تمامًا، على علماء الریاضیات الذین یھتمّون بدراسة الفوضى أنْ یتوصَّ
وحَسب عِلمي، یمُكِن في الحقیقة التَّنبؤ ببعَض جوانب سلوك أي مِنَ النماذج العشوائیة التي تم
تصمیمھا حتى الآن. بین ھذیَن الجانبیَن المتطرفیَن: جانب التَّنبؤ الیقیني، وجانب العشوائیة الكاملة،
یقعَ سلوكُ أغلب الأشیاء التي نراھا في عالمنا الواقعي، وھو سلوكٌ لا یخضَع لأي قانون على
مستوى العنصر الواحِد، إلا أنھ یخضَع لقوانین صارِمة على مستوى مجموعة العناصر. وھذه ھي
الطبیعة المتناقِضة للسلوك الاحتمالي، وھو السلوكُ الذي لا یمُكِن وَصفھ إلا بلغة الاحتمالات. فمثلاً:
في غرفةٍ مملوءةٍ بجزئیات الھواء، وھذا نموذجٌ للسلوك الاحتمالي، فإنّ سرعة أيّ مِن ھذه الجزئیات
یمُكِن أنْ تقعَ بین الصفر و186000 مِیل في الثانیة (وھي سرعة الضوء)، أي أننا إذا أضفیَنا
صِفات بشریةّ على ھذه الجزئیات، یمُكِن القوَل إنّ كل جزيء یمتلكُ مطلقَ الحریة في اختیار
السرعة التي یرغَب في التحرك وفقھَا، ولكن في الوقت نفسھ، فإنّ قانوناً في عِلم الدیّنامیكا الحراریة
(عِلم فیزیاء الطاقة) یفَرض سلوكًا منظَّمًا یمكن التَّنبؤ بھ على مجموع الاختیارات الفردیة الحرّة،
وحَسب ھذا القانون، فإنّ بعض السرعات یتم اختیارھا أكثرَ أو أقلّ مِنَ السرعات الأخرى بما

یتنَاسَب مع ارتفاع أو انخفاض درجة حرارة الغرفة.

تشُبھ حالة الغرفة الملیئة بجزئیات الھواء حالةَ غرفة مملوءة بالجائعین بعد أنْ أعُلِن لھم أنّ
كلّ فرَد جائع منھم یستطیع اختیار إحدى وَجبات ثلاث، ولكن ھناك عددٌ محدودٌ مِنْ كلّ نوَع مِنْ ھذه
الوجبات. تمُثِّل ھذه الحالة نوعًا مِنَ الفوضى والحتمیة في الوقت نفسھ، تمَنحَُنا نظریةُ الاحتمالات
ننُا مِنَ التَّنبؤ بمستقبل الحالات الاحتمالیة بأقصى قدَر مُمكِن مِنَ الدقَّة. الوسائلَ الریاضیة التي تمكِّ
ففي حالة الغرفة الملیئة بجزئیات الھواء، نستطیع التَّنبؤ بتطَورھا العام ككلّ، ویمُكِننا القول في ھذه
الحالة ببساطة أنّ جزئیات الھواء ستظلّ مَحصورة في الغرفة تحت درجة حرارة ثابتة طالما أنھا لمْ
ض إلى أي تغییر، ولكن لا یمُكِن التَّنبؤ بمصیر كل جزيء على وَجھ الخصوص والتحدید، ولا تتعرَّ

یخضَع كل جزيء لھذا الحُكم العام.

توضّح نظریة الاحتمالات أولاً ما الذي نعَنیھ بالضبط بكلمة "احتمال"، وھذا ما یعُرَف
نظری�ا بأنھ النسبة المئویة التي تتَحقَّق فیھا حالةٌَ ما في عملیة احتمالیة، مِثل إلقاءِ زَوجٍ مِنَ النَّرد.
عندما نقول في عملیة إلقاء زَوج النَّرد أنّ احتمال الحصول على زَوجٍ مِنَ العدد ستةّ ھو ثلاثة
بالمئة، فھذا یعني أننا سنحَصل على زَوجٍ مِنَ العدد ستة بمعدَّل ثلاث مرات تقریباً في كل مئةِ رَمیةَ،

ولا یعني ھذا أنّ زَوجًا مِنَ العدد ستة سیظَھَر حتمًا كلما ألقینا بزَوجِ النَّرد مِئة مرّة.

مِنَ الواضح أننا لا نستطیع تطبیق تعریف الاحتمال حرفی�ا لأننا لا نستطیع إلقاء زَوجِ
النَّرد، أو تكرار أیة عملیة احتمالیة عدداً لانھائی�ا مِنَ المرات لكي نعَلمَ احتمال حدوث ظاھرة أو حالة
معینة، ولكن حَسب نظریة الاحتمالات، نستطیع حساب قیمة قریبة جِد�ا مِنَ الاحتمال النظري إذا
عرفنا نتائج القیام بعملیة احتمالیة عدداً كبیرًا مِنَ المرات. وكلما زادَ عَدد مرات التجربة، اقترَبَ
حِساب الاحتمال مِنْ قیمة محدَّدة، ھذه القیمة المحدَّدة ھي الاحتمال النظري أو ھي عدد قریب جِد�ا

منھ.



یذَكُر العلماءُ الذین یدَرسون مُعدََّلات الموالید ومُعدَّلات رَمي قطعة النقود على مَرِّ السنین
أنّ احتمال كَون جِنس المولود ذكَرًا یساوي تقریباً احتمال سقوط قطعة النقود بحیث یكون الوَجھ
المطبوع علیھا نحو الأعلى، وھذا یساوي 51 مِنْ كل 100 محاولة تقریباً. ھذه الاحتمالات ھي
احتمالاتٌ مُقاسَة فقط، ولكنھا تسَتند إلى دراسَة عددٍ كبیر جد�ا مِنَ الملاحظات یساوي عشرات

الملایین، بحیث إننا نتوقَّع كَونھا قریبة جد�ا مِنَ الاحتمال النظري الدقیق.

ع بینما توضّح نظریةُ الاحتمالات ما نعَنیھ بالسلوك الاحتمالي، فإنّ عِلم الإحصاء المتفرِّ
ننُا مِنْ معرفة الجوانب الحتمیة المؤكَّدة التي یمُكِن التَّنبؤ بھا في عنھا یدَلنّا على الأسالیب التي تمُكِّ
السلوك الاحتمالي. وھكذا یستطیع علماءُ الإحصاء بأسالیبھم الریاضیة أنْ یتوقَّعوا نتائج عملیاتٍ
تبدو في الظاھر لأول وَھلة عملیات عشوائیة وغیر محدَّدة النتائج، أي أنّ علماء الإحصاء مِنْ ھذه

افین. مُھُ الریاضیاتُ الحدیثة شَبھًَا بالكَھَنةَ والعرََّ الناحیة ھُم أكثرَ ما تقدِّ

لعلّ أھمّ رُكنٍ في عَملِ الإحصائي ھو مفھوم اختیار العیِّنة الإحصائیة، لأنّ كل ما یمكن أن
یسَتنتِجُھ الإحصائي عن السلوك الاحتمالي لمجموعة ما، سواء كان ذلك حركة مجموعة مِنْ جزئیات
الھواء في غرفة، أو تغیرّات السكان في دولة، إنما یسَتنبطُھ مِنْ دراسة سلوك عَیِّنة مِنْ ھذه
المجموعة. مِن حیث المبدأ، فإنّ الأفراد الذین ینتسَبون إلى العیِّنة الإحصائیة یجب أنْ یمُثِّلوا
المجموعة كلھا بشكل صحیح وصادق وتامّ، ومِن الناحیة العملیة الواقعیة، یمُكِن عادةً اختیار عَیِّنة
تمُثلّ مَجموعتھا في بعض النواحي الواضحة فقط، وفي مجموعة مِن الناس تشَمَل ھذه النواحي مثلاً
العمُر والجِنس والعرق والدَّخل المادي... یتَبع علماء الإحصاء أسالیب خاصة في اختیار العیِّنة
د مَدى صِحة الإحصائیة التي تمُثِّل مجموعتھا بشكلٍ صحیح وتامّ، وإنّ نجاحھم في ھذا الاختیار یحُدِّ

لون إلیھا. الاستنتاجات التي سیتوصَّ

تخَتلفُ أسالیب اختیار العیِّنة الإحصائیة حَسب كفاءة عملیة جَمع العیِّنة، وحسب طریقة
التأكّد مِن كَونھا مُمثلّة صحیحة لِمجموعتھا، وعوامل أخرى تتعلقّ بأسلوب البحث المتَّبع. وتعُتبر
أسالیب عالِم الإحصاء جورج غالوبGeorge Gallup 69 مِنَ الأسالیب المُعترَف بنجاحھا في
التوصُّل إلى توقُّعات صحیحة لِنتائج التغیرات في المجموعات ذات السلوك الاحتمالي. ومِنَ
الواضِح أنّ مؤسسة غالوب تسَتخدِم أسالیب تعطي نتائج سریعة (إذ یقوم الباحثون باستِخدام التلیفون
لون إلى نتائج موثوقة والمقابلات المنزلیة المباشرة في جَمع معلوماتھم بسرعة وكفاءة) ویتوصَّ
(یوجَد في مكتبة مؤسَّستِھ معلومات كثیرة عن السكان في أمریكا. ترُشِد ھذه المعلومات علماءَ
الإحصاء لِعملیة جَمع العیِّنة الإحصائیة التي تمُثِّل السكان بشكل صحیح). وعندما یتمّ جَمع العیِّنة
ناتھا لاكتشاف النواحي الحتمیة فیھ، بحیث الإحصائیة، یدَرس الإحصائیون سلوكَ أفرادِھا ومُكوِّ
ى ھذه النواحي یمُكِنھم التوصُّل إلى تنَبؤات صحیحة وتوقُّعات دقیقة عن سلوك المجموعة كلھا. تسُمَّ
الحتمیة بالإحصائیات. ومِنْ بین الأنواع الكثیرة التي توصَّل إلیھا علماءُ الإحصاء مِنْ ھذه
الإحصائیات، فإنّ ثلاثة منھا على وَجھ الخصوص تلَعبَ دوَرًا كبیرًا في توقُّع السلوك الاحتمالي

وھي: النسَّب المئویة والمُعدََّلات والعلاقات الإحصائیة.

ً



النسبة المئویة الإحصائیة ھي بكل بسَاطة النسبة المئویة للأفراد الذین یتَبعون نمَطًا معیناً
من السلوك في العیِّنة المدروسَة: فمَثلاً في حالةَ جزئیات الھواء في الغرفة، فإنّ ھذا العدد الإحصائي
ن عالِم الإحصاء مِنَ ھو النسبة المئویة للجزئیات التي تتحرك بسرعة معینّة، ومَعرفة ھذه النسبة تمُكِّ
رتْ فجأة. تكَمُن صعوبة التحدي الذي یواجِھھ الإحصائي في التَّنبؤ بسرعة انتشار الجزئیات إذا تحَرَّ
مَعرفة النسّب التي یمكنھ الاستفادة منھا مِنْ بین النسّب الإحصائیة الكثیرة التي توصَّل إلیھا، وما ھي
النتائج الصحیحة التي تدلُّ علیھا ھذه النسّب. وقد یكون لسؤالٍ مثل ھذا السؤال أكثر من إجابةٍ واحدة
فقط، ولھذا فإن البحث عن الجواب الصحیح ضمن الأجوبة الكثیرة المتوفرة یتطلَّب من الفاحص دقَّةً

وعنایة فائقتیَن، وھذا ما دفَع علماء الریاضیات إلى وَصف عِلم الإحصاء بأنھ فنٌَّ وعِلم...!

جَعلتَْ مؤسسةُ نیلسون A.C. Nielsen مِن قیاس النسّب الإحصائیة لِحساب محطّات
التلیفزیون عمَلاً تجاری�ا ناجحًا، وتتَألف عَیِّنتھم الإحصائیة مِنْ 1500 جھاز تلیفزیون موجود في
بیوتِ أناسٍ تمّ اختیارھم كَعیَِّنة عشوائیة تمثِّل المجتمع الأمریكي، ویطُلبَ مِنْ سكان كلّ بیَت مِنْ ھذه
لة، ثم بالاستناد إلى ھذه المعلومات، تقوم مؤسسةُ البیوت الاحتفاظ بقائمة برامجھم التلیفزیونیة المفضَّ
نیلسون بحساب نسبة الذین شاھَدوا البرامج التلیفزیونیة المختلفة. وتسُمّى ھذه النسّب: ترَتیب
روا أي من البرامج سیستمر عَرضُھ وأیھا نیلسون، الذي یسَتخدِمھ رؤساءُ الشركات التلیفزیونیة لِیقرِّ
سَیتوقَّف. لقد أصبحَتْ عاداتنُا في مشاھدة التلیفزیون معروفة جیداً لشركات البرامج التلیفزیونیة،
ح ھذا الأمر التَّناقض الكامِن في حتى أصبح بإمكانھا التَّنبؤ بنجاح البرامج قبَل عَرضِھا. یوضِّ
السلوك الاحتمالي: لا یمُكن التَّنبؤ باختیاراتنا على مستوى الأفراد، لأن لدىَ كلٍّ مِنا الحریة الكاملة
في اختیار البرنامج التلیفزیوني الذي یشاء، ولكن یمُكِن التَّنبؤ جیداً باختیاراتنا كمجموعة مِن

المُشاھدین...!

ح المُعدَّل الإحصائي بشكلٍ آخَر بعض الجوانب الحتمیة التي یمُكن التَّنبؤ بھا في یوضِّ
السلوك الإحصائي، ویعُبَِّرُ المُعدَّل الإحصائي عادةً عن السلوك المتوسط، أو الحالة المتوسطة التي
تمُثِّل مختلف الحالات الموجودة في العیَِّنة الإحصائیة المَدروسَة. وھذه الحالات تمثِّل بدوَرھا
الحالات الكثیرة الموجودة في السلوك الاحتمالي العام قیَد البحث. كلما زادَ انتشار سلوك معینّ في
مجموعة من الناس، كتفَضیل الشوكولاتة مثلاً، ازدادَ وضوح ھذا السلوك، وازدادتَ قوة تأثیره على

السلوك المتوسط.

تعَتمِد شركات التأمین بشكل كبیر على مَفھوم المُعدََّل الإحصائي وعلى عِلم الإحصاء
بشكل عام، إذ تعُتبَر المُعدَّلات الإحصائیة أساس جداول التأمین التي یعَتمدون علیھا في تحقیق
أرباحھم. وإنّ الربح الذي تحُقِّقھُ شركاتُ التأمین على الحیاة ھو شاھِد على إمكانیة التَّنبؤ بالسلوك
الاحتمالي، وعلى النجاح الذي یمُكِن أنْ تحُقِّقھ الریاضیات في التَّنبؤ بمستقبل شيءٍ یبدو مِن
ھان على ذلك...! تخُبِرنا المستحیل ظاھری�ا أنْ یتنَبأ بھ أحَد، مِثل معرفة متى سَنموت، بل والرِّ
شركاتُ التأمین على الحیاة ھذه الأیام بدقةّ عن متوسط عُمر الأشخاص الذین لدیَھم عادات مشابِھة

لِعاداتنا وشخصیتنا ووراثتنا وعِرقنا ودخَلنا المادي وھكذا...



أما النوع الثالث الذي نسَتخدِمھ في الإحصاء للكَشف عن الجوانب الحتمیة في السلوك
الاحتمالي فھو العلاقات الإحصائیة. یجب على عالِم الإحصاء أنْ یدَرس عَیِّنتَیَن مختلفتیَن على الأقل
لكي یتوصَّل إلى العلاقة بینھما، وتكون إحدى ھاتیَن العیَِّنتیَن دائمًا عَیِّنة مُختارة، تمثِّل المجموعة
التي یرید دراسَتھا، وتسُمى عیِّنة المُقارَنة، في حین تكون العیِّنة الأخرى مؤلَّفة بشكل رئیسي من
عناصر تتمیز بناحیة أو بصِفة محدَّدة كَتدخین السجائر مثلاً. إذا أظَھرت المُقارَنة الدقیقة بین ھاتیَن
فة الممیزّة للعیَِّنة الثانیة (أي العیَِّنتَیَن أي اختلاف مؤكَّد، فإنّ ھذا الاختلاف سَیعُتبَر متعلِّقاً بالصِّ
التدخین). وفي الواقع، فقد وجَد العلماءُ فعلاً أنّ نسبة سرطان الرئة ھي أقل في مجموعة المُقارَنة
نین، ولذلك یمُكِن القول إنّ سرطان الرئة یتعلَّق بالتدخین، كما تبُیِّن ھذه منھا في مجموعة المدخِّ
ضًا للوفاة في ضًا للوفاة بسرطان الرئة، وأنھ أكثرَ تعرُّ ن أكثرَ تعرُّ العلاقة أیضًا أنّ الشخصَ المدخِّ
ن. تعُتبرُ مِثل ھذه العلاقات ھامّة جِد�ا لشركات التأمین على سِنّ أصغرَ من الشخص غیر المدخِّ
الحیاة، لأنھا تبُیِّن لھم مَن مِن زبائنھم أكثرَ عُرضَة للخطر، وأیھُم أكثر أماناً. وقد استخَدمَتْ بعض
مون فیھا شركات التأمین ھذه العلاقات الإحصائیة كأساس لِبرامج الدعایة التي یقومون بھا، ویقدِّ
ضین للخطَر. فمثلاً نشُاھِد ھذه الأیام بعض الشركات بولیصات تأمین رَخیصة للزبائن غیر المُعرََّ
التي تعَرُض بولیصات تأمین على الحیاة بأسعار رَخیصة جِد�ا للنساء البِیض اللواتي بلغَنَ متوسط
نَّ السجائر، ولا یقَدُنَ السیارات... وقد استنَدتْ ھذه العروض العمر ویتمتَّعن بصحة جیدة، ولا یدُخَِّ
إلى العلاقات الإحصائیة التي ربطَتْ بین سرطان الرئة والتدخین، وبین حوادث السیر وسنّ
الشباب، وبین الوفاة العنیفة والشباب الذكور مِن العرق الأسود، وانخفاض متوسط العمر لدىَ

الذكور بشكل عام.

مِنَ المؤسف أنّ تلك الوسائل التي نسَتخدمھا في التَّنبؤ بنتائج السلوك الاحتمالي یمُكِن أنْ
تسُتخدمَ أیضًا في التأثیر على ذلك السلوك عَفوًا أو قصَداً. فمثلاً، عندما تبُیِّن لنا الإحصائیاتُ جوانبَ
من سلوكنا الاجتماعي، فإنھا تؤُثِّر على الاختیار الحرّ لكل فرَد مناّ لدرَجة أنھا تلغي تقریباً تلك
الناحیة العشوائیة البریئة في سلوكنا الاجتماعي الحرّ. تحت ھذا التأثیر، یمكن التَّنبؤ بسلوكِنا

وتصرفاتِنا الجَماعي، مثلما یمُكِن التَّنبؤ بحركة مُذنَّب ھالي الحتمیة.

یعَتقدُ بعض الصحفیین أنّ ظاھرة كھذه، ربما تكون قد حَدثتْ فِعلاً في الانتخابات الأمریكیة
التي جَرتْ سنة 1980 بین ریغان وكارتر، فقبَْل ساعاتٍ فقط من انتھاء إجراءات الانتخاب في
الولایات الغربیة من أمریكا، كانت شبكاتُ التلفزیون قد أعلنَتْ توقُّعاتھا بنجَاح ریغان بِناءً على
بعض النتائج في الولایات الشرقیة، وعلى الرغم من أننا لا نعَرف تمامًا مدىَ تأثیر ذلك على
الناخِبین في الولایات الغربیة، إلا أنّ ھذه التوقُّعات ربما تكَون قد أثَّرتْ فِعلاً بتثَبیط أو بتحَریض

الناخِبین في إعطاء أصواتھم للناجِح أو للخاسِر، أو بعدمَ التصویت على الإطلاق.

یمُكِن أنْ تسُتعمَل الإحصائیات بشكل سیئ أو مُتحیِّز ضد سلوك معیَّن، أو ضد أناس
معیَّنین، وكمثال على ذلك فإنّ نتائج كثیر من الإحصائیات والمعدَّلات التي تصِل إلیھا تؤثِّر بشكل
مباشر على تصرفات كثیر من رجال الأعمال، وقد تدفعَھم الإحصائیات إلى امتِناعھم عن تشغیلِ
أفرادٍ لا تنطَبقُ أوصافھُم على أوصاف رَجُل الشركة المثالي المُنتِج. وبالمِثل، لا یرید أصحاب
، المطاعِم مَثلاً أنْ یخَدموا النساء غیر المتزوجات، لأنّ الإحصائیات أظھَرتْ أنَّھنَّ یدَفعَن أقلَّ

ویطَلبُن مائدةً أفخم مِنَ الآخرین بشكل عام.
َ



حتى عندما تنَطَبق الإحصائیات بشكل صحیح ودقیق على السلوك الواقعي، فلا تبدو فائدتھا
واضحة في التَّنبؤ بالتصرفات الإنسانیة التي أثبتََ التاریخ أھمیتھا وتأثیرھا العمیق على مستقبل
الإنسان، وذلك لأنّ عِلم الإحصاء لا یكشِف لنَا إلا تلك الجوانب التي یمُكِن التَّنبؤ بھا في سلوك
الإنسان، إلا أنھ لا یدَلنّا بشيء على الجوانب التي لا یمُكِن التَّنبؤ بھا، على الرغم من أنّ ھذه
الجوانب الحرّة ھي التي أثبتَتْ خطَرھا وأھمیتھا وتأثیرھا البعید على مَرّ التاریخ. إنّ الاختراعات
المھمة، مِثل المحرك البخاري والحاسوب، لمْ تأتِ بھا عقول أشخاص مِنْ أصحاب المستوى العادي
مِنَ الذكاء. وبشكل عام، فإنّ ظھور عباقرة، مِثل سقراط ونیوتن وأینشتاین ھو أمرٌ لا یمُكِن توقعّھ،
وھو في الوقت نفسھ أمرٌ عمیق التأثیر، حتى إنھ یمُكِننا القول إنّ تأثیر وجودھم على تاریخنا ھو أمرٌ

عشوائي وعفوي تمامًا.

ننُا لعلھ مِنَ الطبیعي أنْ نتساءل، ھل سَنتمكَّن ذات یوم من التوصُّل إلى أسالیب ریاضیة تمُكِّ
لنا إلى الأسالیب الإحصائیة مِنَ التَّنبؤ بالجوانب العشوائیة العفویة مِنَ السلوك الاحتمالي، مثلما توَصَّ
ننُا مِنَ التَّنبؤ بالجوانب الحتمیة مِن ذلك السلوك؟ إذا استطَعنا اكتشافَ مِثل ھذه الأسالیب، التي تمُكِّ
سَنتمكَّن مِنَ التَّنبؤ بسلوكِ وتصرفات الإنسان، وربما استطَعنا التَّنبؤ بمستقبل البشریة ومستقبل
الكَون. إنّ احتمال حدوث ذلك یبدو بعیداً جِد�ا عناّ، ولكنھ لیس احتمالاً مستحیلاً یساوي الصفر، لأنھ
بسبب كَون أحَد جوانب تصَرفاتنا وسلوكنا ھو جانبٌ حرٌّ وعفويّ وعشوائيّ لا یمُكِن التَّنبؤ بھ، فإنّ

ما یبدو مستحیلاً ھو أمرٌ مُحتملٌ قابلٌ للحُدوث دومًا.



امَة والشطرنج: بین الضَّ

نظریة المباراة بین شَخصَین

Two-Person Game Theory

صین، "إذا لم یلعبَ سوى العقل الرَّ

یختفي إشراقُ الخیال الجامِح

وتذوب تماثیل الثلج الرائعة".

Rogers روجرز

من قصيدة متعة الذكريات

یذُْكَر دائمًا أنّ الإنسان یتمیَّز عن الحیوانات بقدرتِھ على التفكیر، وكنتُ دائمًا أعتبَرُ ھذه
د تعَبیر مُبھَم عن إعجابنا بأنفسنا. ما الذي تتألفُ منھ ھذه القدرة على الملاحظة أعمَق من مجرَّ
التفكیر؟ وكیف یمُكِننا تقدیرھا؟ وكَم لدیَنا مِن ھذه القدرة الغامضة؟ إذا استطَعنا الإجابة على ھذه
الأسئلة، فإننا سنتمَكَّن مِن تقییم أنفسِنا بالنسبة إلى بقیة المخلوقات بدقَّة ووضوح، ونضَع أنفسَنا في

المكان الصحیح.

Game ح شیئاً مِن ذلك، وھي نظریة المباراة سأبُیِّن ھنا أحد الأسالیب التي توضِّ
ز في المناقشة ھنا على نظریة المباراة بین راسة الریاضیة للتَّنافس العقلي. سأركِّ Theory: أي الدِّ
راسة الریاضیة للتنافس شخصَین ذات المجموع الذي یساوي الصِفر (المباراة الصّفریة)، وھي الدِّ
العقَلي بین لاعبیَن حین یكون رَبحُ أحدِھما خسارةً ضروریةً للآخَر بِحُكم قواعد اللعبة، مثلما ھو
الحال في لعبة الشطرنج ولعبة الضّامَة. یمُكن اعتبار ھذا النوع مِنَ نظریة المباراة طریقة مناسِبة
لِدِراسة قدُرتنا على التفكیر، لأنھا تدَرس منافسَة عقلیة بحَتة لا دوَر فیھا للعواطف والانفعالات، في
حین تلعبَ العواطف والانفعالات دوَرًا في الألعاب والمباریات ذات المجموع الذي لا یساوي الصِفر
(المباراة اللاصفریة)، حیث لیس ضروری�ا فیھا أنْ تتَوازن أرباح وخسائر اللاعبین دائمًا، وذلك كما
ھو الحال في تنَافس التجار في السُّوق مثلاً، وفي الألعاب التي یشَترك فیھا ثلاثة لاعِبین أو أكثرَ.
تمَُثِّلُ نظریة المباراة الصِفریة بین شخصَین مَسرحًا نموذجی�ا لِدراسة قدرتنا على التفكیر والمحاكَمة

بسبب اعتمادھا على حقیقة أنّ رَبح أحَد اللاعبیَن یرَجِع أساسًا إلى قدرتھ على التفكیر والمحاكَمة.



د نوعَ المنافسَة وشُروطھا بحیث تضَمَن في نظریة المباراة، توضَعُ فرضیاتٌ معیَّنة تحُدِّ
عَقلانیة اللعّبة، وھذه الفرَضیات ھي قواعِد اللعّبة. فأولاً وقبَل كل شيء یفُترَض أنّ اللاعبیَْن
متكافِئان، أي أنّ كلا� منھما سَیواجھ الحِیلة بالحِیلة والذكاء بالذكاء والدَّھاء بالدَّھاء. كما یتُوقَّع مِنْ كلٍ
رَ حَركَتھ التالیة مِنَ اللاعبیَن أنْ یقُلَِّبَ الرأي في كل الاحتمالات والاختیارات المُتاحَة قبَل أنْ یقُرِّ
لاع كامل على تفاصیل بھدوء ونزاھَة وحكمَة. كما سَنفترضُ مِنْ ناحیتنا أنّ لدىَ كلٍ مِنَ اللاعبیَن اطِّ
اللعّبة وكل جوانب تطَوّرھا في كل لحَظة. تسُمّى الألعابُ التي ینَطَبقُ علیھا ھذا الشَّرط بألعاب
لاع الكامل، وفي ھذه الألعاب، مِثل الضّامَة والشطرنج، لا توجَد أسرار بین اللاعبیَن، بعكس الاطِّ

لاع غیر الكامل، مثل البوكِر والبریدج وغیرھا مِنْ ألعاب ورَق اللَّعب. الحال في ألعاب الاطِّ

سَنتَّخِذ مِنْ أھمّ نتائج دراسة نظریة المباراة في مِثل ھذه الألعاب أساسًا لِتقییم قدرتنا على
التفكیر. أثبتَ عالِمُ الریاضیات الألماني جون فون نیومانJohn von Neumann 70 سنة 1921
لاع فر، والتي یشُترَط فیھا الاطِّ أنّ كل لعبةٍ مِنْ ألعاب الشخصَین ذات المجموع الذي یسُاوي الصِّ
ى ھذه الكامل، لا بد وأنْ تحتوي على ما یمُكِن تسَمیتھ بالاستراتیجیة المُثلىَ الخاصة بھا. وتسمَّ
الاستراتیجیة بالمُثلى، لأنّ كل لاعِب في مِثل ھذه الألعاب لا یمُكِن أنْ یفعل شیئاً أفضَل مِنْ تأدیة
دوَره وفقَ الاستراتیجیة المُثلى لھذه اللعّبة. ولكي نفھَم ذلك، لِنتذكَّر أولاً أنّ اللاعِب حَسب نظریة
المباراة یواجِھ دائمًا خَصمًا یسُاویھ في مَھاراتھ وأدائھ، أي أنّ اللاعِب الأول مَثلاًَ یدركُ في كلّ
لحَظَة أنّ اللاعِب الثاني یلَعبَ بكَفاءة مُساویة لِكفاءتھ سَعیاً وراء الربح. في مِثل ھذه الأحوال، فإنّ
الاستراتیجیة المعقولة الوحیدة المتاحَة للاعِّب الأول ھي أنْ یحُاول تقلیل إمكانیات الربح أمام
اللاعِب الثاني، وبذلك یخُفِّف في الوقت نفسھ احتمالات خسارتھ ھو. وبما أنّ ھذه الأفكار ذاتھا تدَور
أیضًا في ذِھن اللاعِب الثاني، فإنّ أقصَى ما یطَمَح إلیھ اللاعِب في مِثل ھذه الألعاب ھو أنْ تنَتھي
اللعّبة بحیث یبَقىَ ھو في أفضَل وَضع مِنَ أسوأ الأوضاع المُمكِنة، وھذا ھو تعریف الاستراتیجیة
ر في نفِسھ بشيء كَھذا: المُثلى. عندما یتَبعَ اللاعِب الاستراتیجیة المُثلى، فإنھ یلعبَ بارتیاح وھو یفكِّ
بما أنّ اللاعِب الآخر یسُاویني في الذكاء، ولدیَھ الوسائل ذاتھا، ویسَعى مِثلي إلى الربح، فمِن المُمكِن

أنْ أنتھَي إلى وَضع أسوأ، ولكنھ لا یمُكِن أنْ یكون أفضل (لأنھ یتَبعَ الاستراتیجیة المُثلى).

تنَحَصر الاستراتیجیةُ المُثلى في واحدة مِن مَقولتیَن: عادِلة أو غیر عادِلة بحَسب ما إذا
Tic- كانت الاستراتیجیة المُثلى تضَمن التعادل أو الربح لأحَد اللاعبین. فمثلاً في لعبة المربَّعات
لاع الكامل) tac-toe (وھي لعبة بین شخصَین ذات مجموعٍ یساوي الصفر ویشُترَط فیھا الاطِّ
الاستراتیجیةُ المُثلى فیھا ھي عادلة، وھناك دائمًا طَریقةٌ مُثلى في لعَبھا بحیث تضمَن التعادل مع أي
خَصم (الحركاتُ الأولى في الاستراتیجیة المُثلى لھذه اللعبة ھي الحاسِمة، إذ یجب أنْ یأخُذ اللاعِب

الأول إحدى الزوایا، وأنْ یردّ اللاعِب الثاني بأخذ المَركَز).

في لعُبة نیم Nim، وھي لعُبة قدیمة منْ ألعاب الشخصَین ذات المجموع الذي یساوي
لاع الكامل، توضَع مجموعة من العِیدان في ترتیب معینّ یتم الاتفاق الصفر، والتي تشَترطُ الاطِّ
علیھ وعلى عدد العِیدان الكلي، بالإضافة إلى عدد العِیدان التي یمكن للاّعب سَحبھَا في كل مرة،

ً ُّ



ومِن ثمّ یأخذ كل من اللاعبین بالتناوب عَدداً مِنَ العیدان یوافق ما اتُّفق علیھ مسبقاً، والفائز ھو
اللاعِب الذي یأخُذ العود الأخیر. الاستراتیجیةُ المُثلى في لعُبة نیم ھي استراتیجیة غیر عادلة، لأنھا

تقضي أنْ یفوز اللاعِب الأول وأنْ یخسَر اللاعِب الثاني دائمًا.

وجودُ الاستراتیجیة المُثلى للألعاب ذات المجموع الذي یساوي الصفر والتي تشَترط
لاع الكامل، یتُیح لنا الفرصة لتقییم وقیاس قدرة اللاعِبین على التفكیر والمحاكَمة في ھذه الاطِّ
الألعاب. وتكَمُن ھذه الفرصة بملاحظَة أنّ اللعّبة تفقدَ جاذبیتھا وإثارتھا لدىَ اللاعِبین الذین یعَرفون
استراتیجیتھا المُثلى، أي أنھ إذا عَرف اللاعبان الاستراتیجیةَ المُثلى للعُبة ما، فسَیعرفان نتیجةَ اللُّعبة

حتى قبَل البدء بھا، ولن یكون لدیَھما الدَّافع والرغبة لِمُمارسة ھذه اللعبة أبداً.

عندما تكونُ الاستراتیجیةُ المُثلى للعُبةٍ ما، ھي استراتیجیةٌ عادلة، فإنّ اللاعِبین الذین
یعَرفون ذلك یعَلمون أنّ نتیجةَ اللعّبة ستكون التعادل حَتمًا. وعندما تكون الاستراتیجیةُ المُثلى للعُبة
ما ھي استراتیجیة غیر عادلة، فإنّ اللاعِبین الذین یعَرفون ذلك یعَلمَون سَلفاً مَن سیكون الفائز ومَن
سیكون الخاسِر، وفي كلتا ھاتیَن الحالتیَن، تصُبِح اللعّبة تمریناً معروفَ النتیجة بالنسبة للاعِّبین الذین
یعَرفون الاستراتیجیةَ المُثلى. ولذلك یمُكِننا أنْ نتوصَّل إلى مقیاسٍ جید الدقَّة لقدرة أنواع المخلوقات
على التفكیر والمحاكَمة بمُلاحَظة الألعاب التي یمُارِسھا الأفرادُ الكِبار الناضِجون منھم. بكلمة
أخرى، یمكننا الافتراض أنھ إذا كان الكِبار الناضِجون في نوَعٍ مِنَ الأنواع یلعبون لعُبة المربَّعات،
لوا إلى إدراك ومعرفة فذلك یعني أنھم یجَدونھا مسلیّة وممتِعة، وھذا یعني أیضًا أنھم لمْ یتوصَّ
الاستراتیجیة المُثلى لھذه اللعّبة، وأنّ ممارَستھم لھذه اللعّبة یضَعُ مستواھم العقلي في مكانٍ أخفضَ
وأقلّ مِنْ نوعٍ آخَر یدُركُ أفرادهُ أنّ لعُبة المربَّعات مثلاً ھي لعبة معروفة النتیجة، ویعَتبرونھا لعبة

مسلیة للأطفال لا أكثرَ.

إذا طّبقنا ھذا المقیاس على النوع البشري، فإننا نلاحِظ فورًا أننا قد قطَعنا مرحلة لعُبة
المربَّعات، لأنّ قدرة الكِبار الناضجین مناّ على التفكیر والمحاكمَة لا تسُتنَفرَ ولا تسُتثَار في ھذه
اللعّبة، ولھذا فھي لعُبة دارِجة عادة بین الأطفال الذین لم یدُرِكوا بعَد استراتیجیتھا المُثلى. ولعلنا
نصَِل إلى حدود قدرتنا على التفكیر والمحاكَمة في لعبة الضّامَة، إذ إنّ كثیرًا مِنَ اللاعِبین المحترَفین
ر الاستراتیجیة المُثلى لوا إلى إدراك الاستراتیجیة المُثلى فیھا، مما یجعلنا نعَتقد إمكانیةَ تصوُّ قد توصَّ

الوحیدة التي توُجَد في ھذه اللعبة حَسب نظریة المباراة.

ھناك لعبة أخرى ربما كانت أكثرَ توضیحًا لِحدود قدرتنا على التفكیر والمحاكَمة وھي
امَة بین الكِبار الناضجین الأذكیاء منا، الشطرنج. لعُبة الشطرنج ھي أكثرَ انتشارًا مِنْ لعبة الضَّ
یاً أكبرَ لتفكیرنا وعقولنا. یعُجَب الناسُ عادة بلاعِب الشطرنج ل تحدِّ وربما یدلّ ھذا على أنھا تشُكِّ
امَة الحَذِق. ویعُامَل أبطال الشطرنج في روسیا الماھر المحترف أكثرَ مِن إعجابھم بلاعِب الضَّ
م مِثل ھذه المعامَلة والترحیب حتى لأفضَل معاملةَ الملوك، وعلى الرغم من أننا في أمریكا لا نقدِّ
لاعِبي الشطرنج عندنا، إلا أننا نمَیلُ إلى الاعتقاد بأنھم عباقرة وأذكیاء دون شك. وإنّ بوبي فیشر
Bobby Fisher لھو مِثال على لاعِب الشطرنج الأمریكي الذي جَذبتَْ مَوھبتھُ وغرابة طباعھ
شھرةً مذھِلة واھتمامًا جماھیری�ا مدھِشًا. والمِثال الآخَر الذي یدلّ على التَّحدي المثیر الذي تبَعثَھ فینا

ّ



لعبة الشطرنج ھو وَضع برامج للكومبیوتر واستِخدامھا في ھذه اللعّبة. ولكن حتى بعَد استِخدام
لنا بمُساعدتَھ إلى بعض الاستراتیجیات الناجِحة في الكومبیوتر، وعلى الرغم من أننا قد توصَّ

الشطرنج، إلا أننا لم نتمكَّن حتى الآن مِنَ التوصُّل إلى الاستراتیجیة المُثلى في ھذه اللعّبة.

[المترجم: لعبة الشطرنج وهي من ألعاب المباريات الصّفرية ذات الاطلاع
الكامل].

لم تتمتَّع لعُبة الشطرنج بمِثل ھذا التقدیر العمیق والاھتمام الجَاد في الفِكر الإنساني إلا لأنّ
قدرتنا على التفكیر والمحاكَمة لمْ تتَوصَّل بعَد إلى مَعرفة الاستراتیجیة المُثلى في لعُبة الشطرنج.
رًا مِنَّا لن تكون أكثرَ مِنْ لعبة بسیطة ر أكثرَ تطَوُّ یمكِننا تصوّر أنّ لعُبة الشطرنج بالنسبة إلى نوَعٍ مُفكِّ
غیر مھمة، مثلما ننَظُر نحن إلى لعبة المربَّعات. وسَیعرف لاعبوھم سَلفاً ما ھي الحركات التي یجب
علیھم القیام بھا من بین عشرین تریلیون تریلیون تریلیون تریلیون تریلیون حركَة بحیث یضمَنون
النجاح (الذي قد یكون تعَادلاً أو فوَزًا مضموناً لأحَد اللاعبین حَسبما إذا كانت الاستراتیجیة المُثلى
للعبة الشطرنج ھي استراتیجیة عادِلة أو غیر عادِلة، وھذا أمرٌ ما زلنا نجَھلھ). لعلَّ الطریقة الوحیدة
التي یمكِن أنْ یتَمتَّع بھا مِثل ھؤلاء اللاعبین الأكثرَ ذكاء منَّا في لعب الشطرنج ھو أنْ یتَّفقوا على

عدمَ اللَّعب وفقَ الاستراتیجیة المُثلى.

نستطیع التوصُّل إلى تصوّر واضِح لِمكانِنا في مقیاس القدرة على التفكیر والمحاكَمة إذا
تفحَّصنا بدقَّة ما ھي الألعاب التي تثُیر اھتمامنا؟ وما ھي الألعاب التي لا تشُكّل أي تحَدٍّ یذُكَر
لتفكیرنا وعقولنا؟ بالاستناد إلى الملاحظات القلیلة المتوفرة، یمُكِننا التَّصور أنّ حدودَ قدرتِنا على

امَة والشطرنج. التفكیر والمحاكَمة كَنوعٍ بشَريٍّ یضَعنا في مكانٍ ما بین حدودِ الضَّ

عندما تضَعنا نظریةُ المباراة في مكانٍ مُحدَّد كما ذكَرتُ سابقاً، یتَّضح لنا فورًا وجود حدود
ھ ھذه الملاحظَة بشكل خاص لقدراتنا العقلیة والفكریة، وأنّ ھذه الحدود یمُكِن قیاسھا وتعَیینھا. نوجِّ
دون الجنسَ البشري ویعُظّمونھَ فوق كل الأنواع الأخرى، ونذُكَِرھم أنّ معرفة لأولئك الذین یمُجِّ
رنا بأنّ القدرة على التفكیر یمكن اكتِسابھا وتطویرھا على امَة والشطرنج یذُكَِّ مَكاننا بین الضَّ
درَجات، وأنّ أنواعًا أخرى أكثرَ مناّ ذكاءً قد تكون موجودة، مثلما وجِدتْ أنواع أخرى أقلّ مناّ ذكاء

وعقلانیة.
ُ ُ



رنا نظریةُ المباراة التي مَنحَتنْا القدرةَ على قیاس طاقاتنا العقلیة بشيء آخَر عن أحوالنا: تذُكَِّ
فنحن نتَمیَّز بألعابِنا مثلما نتَمیَّز بقدراتنا على التفكیر والمحاكَمة، وإنّ افتِتاننا بالألعاب لا یدلُّ على
مدىَ قدرتنا على التفكیر كما نظنّ، وإنما یدلُّ على قصُورنا عن التوصُّل إلى طاقاتٍ عقلیة أكبرَ،
وذكاء أكثرَ. فكلما ارتفعَتْ سویة الذكاء والتفكیر لدىَ النوع، انخفضَتْ درَجة اھتمام أفرادِه بالألعاب،
وإذا أدرَكنا وفھَِمنا ھذه النتیجة التي توضحھا نظریةُ المباراة عن صِفات النوع البشريّ لحَمدنا الله

ة الذكاء. على أننا لم نكَن فِعلاً في قمَّ



نداء شَریعة الغاب: نظریة المباراة بین ثلاثة أشخاص
"یكَمن في أعماق كلّ منَّا ثائرٌ مُغامرٌ، وھو في صراع مستمر لصالحنا ضد الرجل

المتحضّر الذي یفَرضھ علینا المجتمع".

دة الاقتصادیة، تظَھَر أفضَل وأسوأ ویلیام بولیثو William Bolitho في فترات الشِّ
فات في البشر فترَاھم حُسَّاداً وكُرماء، مُتنافِسین ومُتعاوِنین، عمَلیین ونظَریین، متوترّین الصِّ
روا كیف وھادِئین في الوقت نفسھ. ولعلّ السبب في ذلك یرَجِع إلى أنّ الناس لا یستطیعون أنْ یقُرِّ
یتصَرفون، لأنھم لا یعَرفون فیما إذا كانت مصالحھم البعیدة المدىَ ستتَحقَّق بشَكل أفضَل إذا تصََرفوا
كأفراد أم إذا تعَاوَنوا كجَماعة؟

راع بین فردیةّ الإنسان راع العقَلاني، یعُتبر الصِّ في نظریة المباراة، نظریةُ التَّنافس والصِّ
ودوَره الاجتماعي قدرًَا مُحتَّمًا لا یمُكن تجَنبّھ في العمل الجَماعي المشترَك. یعَتقد بعضُ الناس أحیاناً
لون إلى نتائج أفضَل إذا تصَرفوا فرَدی�ا بمَعزل عن الواجبات التي یفَرضھا علیھم أنھم سیتَوصَّ
المجتمع. تبُیِّن نظریةُ المباراة حتمیةَ وجود صراعات في أي عمل جَماعي مشترك، ولكنھا تبُیِّن

أیضًا أنّ الاحتمال الآخَر قد یكون أسوأ...

یعَتقد بعضُھم أنّ الإنسان حیوانٌ اجتماعي بِحُكمِ الضرورة، وبِحُكمِ طبیعتھ وفطرتھ، وأنّ
رْ فوائد التعاون وتشَكیل المجتمع تظھَر واضِحة حتى في الأحوال التي تشمَل شخصَین فقط. تصَوَّ
مثلاً اللعّبة بین شخصَین والتي تسمّى "مشكلة السَّجین"، وفیھا یحُاول النائب العام الحصول على
م النائب العام العرَض التالي: "الذي اعترافٍ مِنْ أحَد رَجُلیَن یشتبھ باشتراكھما في جریمة قتَل. یقُدِّ
م مِنكما دلیلاً للحكومة سیطُلق سراحھ، في حین سیحُكَم على الآخر بالسجن عشرین سنة على یقُدِّ
الأقل. أما إذا اعترَفتمُا معاً، فسیحُكَم على كلّ منكِما بالسجن خَمس سنوات، وإذا لمْ یعَترِف أيّ
ر كلّ منكِما، فسیحُكَم على كلّ منكِما بالسجن سنة واحدة بتھمة مخفَّفة". وتكَمُنُ المشكلة في أنھ إذا قرَّ
مِنَ المتھَمَین في نفسھ أنْ یعَترف بجریمتھ مُعتقداً أنھ سیحصَل على حُكمٍ بالسجن خَمس سنوات على
أسوأ تقدیر، وربما أطُلِق سَراحھ على أفضَل تقدیر، فسیحُكَم على كلّ منھما بالسجن خَمس سنوات
بالتأكید. ھناك فائدة لتجََنبّ السلوك الفردي الأناني في مِثل ھذا الموقف بالطبع، لأنھ إذا اتَّفقََ
المُتَّھَمان على الثقة ببعضھما في عدم الاعتراف، فأسوأ حُكمٍ سَیترتَّب علیھما ھو السجن سنة واحِدة
راع والتأزم، فمثلاً یجب على فقط، ولكن في الوقت نفسھ، یحَمِل اتِّفاقٌ كھذا في طَیاتھ احتمالات الصِّ
كلّ مُتَّھم أنْ یأخُذُ بِعیَنِ الاعتبار احتمال خیانة الآخَر، كما أنّ الاتفاق والتعاون قد لا یؤديّ إلى تعَقُّد

المشكلة، بل إلى جَعلھا مستحیلةَ الحَلّ أحیاناً.

ھذه ھي الحالة أیضًا في لعُبة تبدو بسیطة إذ یشَتركُ فیھا ثلاثة لاعِبین علیھم أنْ یتقاسَموا
مبلغ ثلاثمئة دولار، ویفُترَض أنّ رأي الأغلبیة سیكون نافِذاً في كلّ الأحوال والقرارات. إذا تحَقَّقَ
الاتفاقُ والتعاون الكامل، فسیحَصَل كل لاعِب على 100 دولار. ولكن إذا أضَفنا إلى ھؤلاء اللاعِبین
َّفِقا ضدّ الثالث، ویحصَل مسحَةً واقعیةً مِنَ الأنانیة والجَشع، للاحَظنا فوَرًا أنّ اثنیَن منھما یمُكِن أنْ یتَ



كل منھما على 150 دولارًا. كما یمُكِن للثالث أنْ یحصَل على شيء من المال إذا استطاع إغراء أحَد
المتآمرَین الآخرَین بتحَالف جدید یعَِدهُ فیھ بالحصول على حصّة أكبرَ مِن المبلغ الكليّ. ولكن، حتى
عندما یصِل ھذا الاتفاق إلى قرَار مبدئيّ، فإنّ المتآمِر الذي أزُیح عن مكانھ یستطیع العودة إلى
اللعّب بِعرَضِ اتِّفاقٍ جدید مع رفیقھ في التآمُر الأول، وھكذا إلى ما لانھایة. عَدم إمكانیة تجَنُّب مِثل
ھذا الصراع في الألعاب التي یشَتركُ فیھا ثلاثة لاعِبین أو أكثرَ ھو ما یجَعل ھذه الألعاب مستحیلة
الحلّ في الریاضیات. أي أنھ إذا أتُیح المَجال لثلاثة لاعِبین أو أكثرَ لكي یتنَافسَوا ویتَّفقوا بشكلٍ غیر

مُحدَّد أو مُقیَّد، فإننا نتوقَّع أنْ یكون مجتمعھم غیر مستقرّ.

لا رَیب في أنّ الفیلسوف الإنكلیزي توماس ھوبز Thomas Hobbes یمكن أنْ یتََّخِذ ھذا
الاستنتاج دلیلاً على نظریتھ التي تقول إنّ البشََر الذین یعیشون خارج المجتمع لا بدّ أنْ یتصَرفوا
بطریقة فوضَویة. ربما لن یصِل اللاعبون الثلاثة الذین یتنَافسَون على قِسمة ثلاثمئة دولار إلى
الفوضى الحقیقیة الشاملة، ولكنھ مِن الواضِح أنھم یریدون حَلا� لمشكلتھم. آمَن الفیلسوف الإنكلیزي
ف جون لوك John Loche أیضًا بأنّ الوَضع الطبیعي الفطري للبشََر ھو حالةَ الفوضى التي یتَصرَّ
فیھا كل فرَدٍ على ھواهُ بحریةّ كاملة انطلاقاً مِن دوافِعھ ورغباتھ الفردیة، وفي كِتابھ: الرسالة الثانیة
في الحكومة المدنَیة Second Treatise of Civil Government كتبَ یقول: "لكي يمكن
تجَن�ب حالة الحرب هذه، يضَع الرجال أنفسهم في مجتمعات، ويتخل�ون عن

حالتهم الطبيعية الفطرية الفوضوية"، فالمجتمع لھ ھدفٌَ معینّ وَضَعھَُ الإنسان، ولكي
یتحقَّق ھذا الھدف، یجب على الإنسان أنْ یخُضِع نفسھ لِتعَھُّد والتزام مع كلّ إنسان آخَر في مجتمَعھ،
ویبدو أننا قد اتَّفقنا على مرّ التاریخ على ترَكِ "الحالةَ الفوضویة الطبیعیة" دون أنْ نتَّفق تمامًا على
دة اللاعبین، فإنّ المجتمع المستقر ھو كیفیة تحقیق ذلك. وحَسب نظریةِ المباریات المشترَكة المتعدِّ
ذلك المجتمع المُنْصِفْ الذي یسود العدل بین أفراده. ولكن العدل یمُكِن تفسیره بطرائق عدیدة
مختلفة، وحتى لو اتَّفقتَْ مجموعةٌ من الناس مثلاً على تحقیق العدَل في النواحي المالیة، فسَیظلُّ
الخِلاف قائمًا حول مَعنى العدَل والإنصاف، إذ سَینَبري مَن یسُميّ نفسھ اشتراكی�ا ویقوم بإلغاء
المنافسَة، ویطَلب مِن كل مواطِن أنْ یوافِق على اقتسام الدَّخل العام بالتساوي مع الآخرین، في حین
یقَومُ مَن یسُميّ نفسھ رأسمالیاً بالمحافظَة على المنافسَة، ولا یطَلبُ سوى أنْ یلتزَم المواطنون بقوانین
خاصة تضمَن العدَل والإنصاف بحیث تتَناسَب حصَّة كل مواطِن مِن الدَّخل العام مع الجُھد
والاستثمار الذي بذلھَ. ثم سیظَھَر أیضًا أولئك الذین یختلفون حول مَعنى العدَل والإنصاف في
الحقوق المدنَیة والإنسانیة، فینَھَض مثلاً أحَد أنصار الكاتِبة الأمریكیة الروسیة الأصل آین راند
Ayn Rand ویطَلب أنْ یكون ھَمُّ الحكومة وواجِبھا الأساسي ھو حمایة حقوق الفرَد، بینما یقول
أحَد أنصار الفیلسوف الإنكلیزي جون ستیوارت مِیل John Stuart Mill أنّ واجِب الحكومة ھو

تحقیق الصالح العام...

بِغضَِّ النَّظَر عن الاختلافات الفلسفیة، فإنّ الاختلافات الفردیة وحدھَا كافیة لإعاقةَ انصِھار
مجموعة مِنَ البشر في مجتمع متماسِك، وحَسب نظریة المباراة، فإنّ استقرار أي تحَالف أو اتَّفاق
مھا المجتمعُ للأفراد المشترَكِین فیھ. ومِنَ المتَّفق علیھ أنّ المَرء لنَ یعَتمد أساسًا على الفوائد التي یقدِّ

َّ



یطَلب الانضمام أو البقاء في تحَالفٍ ما إلا إذا كانت فائدة الانضمام إلى التَّحالف أكبر مِنْ الإمكانیات
والفوائد التي قد یحصَل علیھا إذا قامَ بالعمل وَحده، ومِنَ الواضِح أیضًا أنّ الإنسان الذي یثَِقُ بقدُرتھ
على المنافسَة بِناءً على نجاحھ في الحالة الطبیعیة سَیمیل إلى النظام الرأسمالي، بینما الإنسان الذي
لا یثَِق بنفسِھ، والذي یرُاعي ویحَترم رغبات الآخرین، سَیمیل أكثرَ إلى النظام الاشتراكي. مِنَ
ن على الرغم مِنْ ھذه العقبات، ولعلّ ما ھو الواضح أنّ كثیرًا مِنَ المجتمعات قد نجَحَت في التكَوُّ
أكثرَ إثارةً للإعجاب مِنْ تكَُّون المجتمعات الإنسانیة ھو استمرارھا في البقاء، إذ إنھ بعَد مَوت
سین لِكیانٍ اجتماعي ما، قد لا یحَمِل أولادھُم وأحفادھُم ذات الوَلاء والانتماء للتَّحالف الأفراد المُؤسِّ
الاجتماعي، وربما رفضَوا الدفاع عن وجود ذلك المجتمع بالقوة والحماسَة نفسھا التي حمَلھَا آباؤھم

وأجدادھم.

مِنَ الأسئلة التي لا تزال مَطروحَة في المجتمعات الرأسمالیة، مِثل الولایات المتحدة
الأمریكیة، ھو ذلك التساؤل عن درَجة الحریةّ التي یجب أنْ یسُمَح بھا للفرَد المُستثمِرْ في الجھود
التي یبَذلھا في سبیل تجمیع الثروة وزیادة دخَلھ الفرديّ قبَل أنْ تلُحقَ جھودهُ ھذه الضرر بالآخرین.
إلى أي حَدٍّ یمُكِن أنْ یسُمَح للحریات الفردیة بالامتداد والحركة قبَل أنْ تجَعل المجتمع في حالةَ بدائیة
فوضویة تشبھ اللاعِبین الثلاثة الذین یحُاولون اقتِسام الثلاثمئة دولار؟ اتَّخَذ الاقتصادي الاسكتلندي
داً في تأیید آدم سمیث Adam Smith في كِتابھ ثرَوة الأمم Wealth of Nations مَوقفاً متشدِّ
سیاسةِ ترَكِ المَجال مفتوحًا بشكلٍ كامل أمام الحریة الفردیة في المجتمع، لأنھ كان یؤُمن أنّ ثروة
المجتمع تنَمو وتزَدھَر بإعطاء كلّ فرَد مِن أفراده حریَّةً غیر مقیَّدة في زیادة ثروتھ الخاصّة:
"عندما يحُاول كل� فرَدٍ جاهدِاً أنْ يسَتثمر رأسماله في صناعة مفيدة، فإنّ كل
فرَد يسَعى بالضرورة إلى زيادة الد�خل العام بأقصَى جُهد ممكنِ في الوقت

نفسه".

تعُتبر فكرة آدم سمیث ھذه فكرة جَدیرة بالملاحظة لأنھا تفَترِض أنھ كلما ازدادت حریة
الأفراد، ازدادت خدمتھم للمجتمع، على الرغم من عدم قصَدھم لذلك، كما تفَترض أنّ المجتمعات
التي تقُیدّ الأفراد وتطُبِّق علیھم القوانین التي تفَرِض "التعاون في سبیل صالح المجتمع" لا تنَمو ولا
تزدھَر مثلما تزدھَر المجتمعات التي یتُركُ فیھا للأفراد حریةّ التعاون كما یشَاؤون وفقَ مصالحھم

الفردیة.

نشَر عالِم الریاضیات الأمریكي جون ناشJohn Nash 71 في سنة 1951 إضافةً ھامّة
إلى نظریة المباریات في رسالة تحت عنوان: الألعاب غیر التعاونیة. كانت نظریتھ الجدیدة ھذه
دة اللاعِبین، وَسیلة جیدة لِدراسَة مَفھومِ الحریة الفردیة في الرأسمالیة، لأنھا تدَرس المباریات المتعدِّ
والتي یتَحتَّم فیھا على كلِّ لاعِب أنْ یسَعى جاھِداً لِزیادة ثروتھ الخاصّة إلى أقصَى حَدٍّ مُمكِن، ولا
یخَضَع في علاقاتھ مع الآخرین إلا لقوانین قلیلة مشترَكَة، ولا یسَتطیع التفاھم والتواصُل مع
الآخرین إلا من خلال تصرفاتھ ولیس بالاتصال المباشر. وعلى الرغم من أنّ مُنطَلقات ناش تنَسَجم

مع نظریة آدم سمیث، إلا أنّ نتائجھ لا تؤیدّ تمامًا تنَبؤات سمیث وتوقُّعاتھ.
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كان أول ما كَشَفھَ ناش مِنْ نتائج تكَرار اللَّعب في المباریات غیر التعاونیة، ھو أنّ
لة النھائیة تتََّجِھُ عادةً إلى واحِد مِنْ توَازنیَن حَتمیَّین ھما: التوازن الأمَثلَ، والتوازن الأقلّ المُحصِّ
كُ اللَّعب نحو ھذا التوازن أو ذاك ھو أنّ اللاعِب یكون في أفضَل مِثالیة (التوازن الأسوأ)، وما یحُرِّ
وَضع مُمكِن عندما یكون في أحَد ھذیَن التوازنیَن فقط، بحیث یتَسلَّم جائزة، أو یتَجنَّب عقوبة. وعلى
الرغم من أنّ أيّ مِن ھذیَن التوازنیَن یمَُثِّل فائدةً للفرَد، إلا أنّ ناش قد وَجَد أنّ فائدةَ الجَماعة كَكلّ لا

تتَحقَّق بأفضَل شَكلٍ مُمكِن إلا في حالة التوازن الأمَثلَ فقط.

Stagnation كود یمُكِن توضیح نتائج نظریة ناش في اللعبة غیر التعاونیة التي تسُمّى الرُّ
التي یمَلك كلّ لاعِب فیھا حَقّ اختیار بقَائِھ مع المجموعة أو انفصالِھ عنھا، أما قواعِد اللعّبة المَبنیةّ
ر أغلبَ اللاعبین الانفصال، فسیعُطى لكل فرَد على تمثیل نفسیة المجموعة، فتَنَصُُّ على أنھ إذا قرَّ
رتْ أقلیةُ اللاعبین الانفصال، فسَیؤُخذ مِن كل فرَد مِن أفراد ھذه الأغلبیة دولارًا واحِداً، أما إذا قرَّ
مِن أفراد ھذه الأقلیة عشرة سِنتات، في حین لا یعُاقبَ أفرادُ الأغلبیة الباقیة، ولا یعُطَون أیة جائزة
في ھذه الحالة. ویمُنع اللاعبون مِنَ القیام بأیة اتصالات عَلنَیة واضِحة قبَل قیام كل منھم باتِّخاذ
قراره، إلا أنھم یستطیعون عادةً تقدیر قرارات الآخَرین بعَد مُمارَسة اللعبة عدة مرات، ویحُاولون
القیام بتفَاھُم غیر مباشر مع بعضھم عن طریق تكرار تصرفات معیَّنة، وھكذا ففي مجتمع كبیر،

حیث یصعب الاتصال المباشر بین الأفراد عملی�ا، فإنّ نظریة ناش تبدو صحیحة بشكلٍ معقول.

ر جمیعُ اللاعِبین الانفصالَ ویحَصل كلٌّ یحَدث التوازن الأمثلَ في ھذه اللعّبة عندما یقُرِّ
ر اللاعبون عدم الانفصال ویتَجنَّبون منھم على دولار، في حین یحَدثُ التوازن الأسوأ عندما یقُرِّ
بذلك التَّعرض لِعقوبة العشَرة سِنتات، ولكنھم لا یحَصلون على شيء. عندما تصَِل اللعّبة إلى أحَد
ھذیَن التوازنیَن لا توُجَد فائدة لأيّ لاعِب مِن تغییر مَوقِفھ، لأنّ ذلك سیؤدي حتمًا إلى الخسارة
ع اللاعِبین على اللعّب الجماعي، وبینما الشخصیة. ویبدو أنّ سیاسةَ إطلاق الحریة الفردیة تشُجِّ
یحُاول كل لاعِب توقُّع حركات ومواقف الآخرین وھم یحُاولون زیادة ثرواتھم الخاصة، فقد یقَودُ
ھذه المجموعة كلھا إلى نتیجةٍ سیئة غیر مَرغوبة بالسھولة نفسھا التي قد توصِلھم إلى أفضل

نتیجة...!

كود في كثیر من مِن السھل جِد�ا ملاحظَة نماذج حیَّة مِن التوازن الأسوأ للعبة الرُّ
المجتمعات المعاصِرة بأشكال مختلفة ومتنوّعة، فعندما یكون الاقتصاد راكِداً ومریضًا، تزَید البنوكُ
المركَزیة الحكومیة الحالةَ سوءًا بِرَفعِ مُعدَّل الفائدة الرّبویة على القروض بسبب خَوفھا مِن الخسارة
إذا خفَّضَتْ مُعدَّل الفائدة قبَل البنوك الأخرى. ونرَى أنّ مجموعةً مِنَ المسافرین الذین ینَتظرون
دوَرھم لِدخول الطائرة یھرعون إلى التَّدافع والتَّزاحم حالما یشُاھدون أحَد الأشخاص یحُاول التقدُّم
أولاً إلى البوابة. وبشكلٍ أكثرَ خطورة وجدیَّة، نرى أنھ في مجتمعٍ تفَشََّتْ فیھ الجریمة، یتَجنَّبُ
المواطنُ المساعدةَ في مَنعِ جریمةٍ تحَدثُُ أمام عینیھ خوفاً مِن التَّعرّض إلى الأذى... یتَّضح في كل
ف كل إنسان لنفسِھ في مِثل ھذه المواقف الجماعیة إنما ھذه الأمثلة أنّ ردَّ الفِعل الفردي حینما یتصَرَّ
یزید المشكلة سوءًا، ویؤدي إلى ترَديّ المجتمع في ھاویةِ التوازن السيء. من أجل إنقاذ المجتمع مِن
رُ الاستمرار في البقاء مع مثل ھذه الحالة السیئة، نحتاجُ عادة إلى فرَضِ عقوبة ما على كلّ فرَد یقُرِّ
رُ الانفصال عن الجماعة في الجماعة في ھذه الحالة، أو ربما مِن الأفضَل مَنح جائزة لِكل فرَد یقُرِّ
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تلك الحالة. إنّ كلا� مِن ھاتیَن الطریقتیَن في الخَلاص تحُتِّم اللجوءَ إلى شكل من أشكال السلطة
م الجھود التطوعیة أو الإجباریة التي تكَفل تجَنُّب التوازن السیئ أو التَّخلص منھ. المركَزیة التي تنُظِّ
ففي المِثال الأول، یستطیع البنك الفیدرالي المركَزي في الولایات المتحدة الأمریكیة مَثلاً أنْ یحُاول
تخَفیض معدَّل الفائدة بأنْ یزید السّیولة النقدیة في المجتمع. وفي المِثال الثاني، تستطیع شركة
الطیران حَلّ المشكلة بأنْ تفَرض على المسافرین أخذَ أرقامِ مقاعِدھم بالتسلسل حَسب ترتیب قدومِھم
وتنَظیمھم في صَفٍّ مُرتَّب، وفي المِثال الأخیر، یمُكِن سَنُّ قوانین تعاقِب الشَّاھد الذي یتجَاھل
ع الحكومة واجِباتھ الاجتماعیة والإنسانیة في مَنع الجریمة، أو بشكلٍ أكثرَ واقعیة، یمُكِن أنْ تشَُجَّ

المَحلیة على تأسیس فرق مكافحة الجریمة مِن المواطنین في كلّ حَيٍّ مِن أحیاء المدینة.

یجب على كل فرَد مناّ إذا كان یعَیش في مجتمع تردَّى في ھاویةِ التوازن السیئ أنْ یبدأ
ك باتجاه التوازن الأمثلَ، ولو أدىّ ذلك أحیاناً إلى العمل على تشجیع مجتمعھ لكي یتغَیَّر ویتَحرَّ
ي الجریمة، أو زیادة البطَالةَ... وھي الخسارة الفردیة. إنّ الصمود أمام المِحَن الاقتصادیة، أو تفشِّ
أزمات قد تؤديّ إلى انھیار المجتمعات... وكلھا أمثِلة لِبعض الأوضاع التي یعَیشھا الإنسان
المعاصِر، ففي غَمرةِ مِثلِ ھذه الأزمات، یواجِھ كلٌّ مناّ مسؤولیةَ الاختیار التي واجَھھا أجدادنُا ذات
دة اللاعِبین التي نسمّیھا: "المجتمع" روا الصُّمود معاً. وھكذا تعُیدنُا المباراة المتعدِّ یوم قبَل أنْ یقرِّ
إلى المباراة بین شخصَین التي تدَور في أعماقِ كلِّ فرَد مناّ: الصراعُ القدیم الأزَلي بین رَغبتنا في
الانضمام إلى المجتمع، وبیَن مَیلِنا للانفصال عنھ. والیوم، كما كان الحال بالأمس، ما زال الاختیار

المصیري قائمًا بین إغراء الحیاة معاً في مجتمع، وبین نِداء البقاء في فردیةٍ ھمَجیة.



قوة الخیال:

Topology الطوبولوجیا

"ما ھو الشكل؟ وما ھو الوَجھ؟

إن لم یكن سوى دلیل الروح أو غلافھا؟".

Nathaniel Cotton ناثانييل كوتن

من قصيدة: السعادة

نتَوقَّع أنّ تقَدَُّمَنا في العمر سیغُیَرّ شیئاً مِنْ قسََماتنا، إلا أننا نعَتقد أیضًا أنھ سیتَرك سِماتنا
الرئیسیة دون تغییر. تذَكَّرتُ ھذا الخاطِر في اجتماعٍ مع أصدقاء قدامى على مَقاعد الدرّاسة، تخَیلتُ
أنھم أكبرَ سن�ا، إلا أنني تمَكَّنتُ مِنْ تمییز كل منھم بتصرفاتھ وشخصیتھ الخاصة، وبعد وقت قصیر

ن وكأن شیئاً لم یتغیر، أو أنّ الزمن لم یمرَّ بنا. مِن وصولي، نسیتُ تمامًا تقدُّمھم في السِّ

وَجَدَ آخرون سعادةً مشابھة في اكتِشافھم وفي بحَثھم عن الجوانب الخالدة الثابتة في غَمرة
التغییر المستمر: كالبوذیین في الأدیان، والتَّكعیبیین في الرّسم، والطوبولوجیین في الریاضیات. وفي
الحقیقة، إنّ مفھوم الثوابت الكامِنة في التَّحولات ھو مفھومٌ أساسيٌّ في جوانب أخرى في

الریاضیات، وھذا المفھوم ھو لبُُّ نظریة المجموعات التي تدَرس التَّناظر.

في سنة 1870، استخدمَ عالِم الریاضیات فیلكس كلاینFelix klein 72 مفھومَ الثابت
الكامِن في المتحوّل لكي یصَُنِّف الأنواع العدیدة المعروفة من الھندسة بما فیھا الطوبولوجیا. یمُكِن
اعتبار الطوبولوجیا عِلمًا ھندسَی�ا یدَْرُس في الأشیاءِ صِفاتھا الثابتة التي لا تتغیر بالانحِناء والشدّ
والالتواء، وھي الأحوال الثلاثة الخاصة في التَّحولات الطوبولوجیة. فمثلاً، تحُافِظُ أي نقاط ثلاث
تقَعُ على محیطِ طَوقٍ أو طارَة أو خاتم مَرِنْ على أوضاعھا بالنسبة لِبعضھا بعضًا مھما غَیَّرنا مِنْ
شكل الطَّوق بالانحناء أو بالشَّد أو بالالتواء، فتظلُّ النقطةُ الوسطى في الوسَط، وتظلُّ النقطتان
ى ھذه الخاصیة: الثَّبات الطوبولوجي، الأخرَیان كلا� منھما في جِھة بالنسبة للنقطة الوسطَى. تسُمَّ

لأنھا لا تتَغیر عندما تخَضَع للتَّحولات الطوبولوجیة.

ز الطوبولوجیا على الصفات النوعیة الثابتة للأشیاء، وھي بذلك تكُمل الھندسة القیاسیة ترُكِّ
المعروفة التي تدَرس القیاس الدقیق لِطول الأشیاء وعَرضھا وارتفاعھا وزوایاھا... وھي الھندسَة
التي درََسْناھا جمیعاً في المدارس، والتي طَورھا المصریون منذ أكثر من 2500 سنة مَضتْ،



واستخدمَوھا في تقسیم الأراضي الزراعیة. وفي الحقیقة، فإنّ كلمة الھندسَة نفسھا تعني في أصلِھا
الإغریقي "قیاس الأرض Geometry" كما ذكَرتُ سابقاً.

تعُتبر أبعادُ الأشیاء أمرًا أساسی�ا في الھندسة القیاسیة، ولذلك ینُظَر فیھا إلى توََسُّع دائرة مثلاً
على أنھ تغییر جوھريّ، في حین یعُتبر ھذا الأمر ثابِتاً في الطوبولوجیا التي تدَرُس الثوابت الكامِنة
ز الھندسة القیاسیة انتباھَنا على الزیادة الحاصِلة في محیط في التَّحولات الظاھریة. وبینما ترُكِّ
ز انتباھَنا على أنھ رغم الدائرة، تتَجاھَل الطوبولوجیا ھذا التَّغیُّر الظاھري في محیط الدائرة، وترُكِّ
اتِّساع الدائرة، فإنھا تظَلُّ مِنْ حیث الشَّكل دائرة. ویمُكِننُا القول إنّ الھندسة القیاسیة تدَرس الجوانب
المؤقَّتة المتغیرّة في الأشكال الھندسیة، بینما تدَرس الطوبولوجیا الصفات الثابتة أو جَوھَر ھذه
الأشكال. وجَوھَر الشَّكل ھو مجموعة الصفات الثابتة طوبولوجی�ا خلال التَّحولات الظاھریة، لأنّ
فات الثابتة تمُثِّل جَوھَر الشَّكل أكثرَ مِن أيّ شيء آخَر. فمَثلاً، ما ھي الدائرة؟ ألیست سَطحًا ھذه الصِّ
مُنحَنیاً مُغلقَاً لھ داخِل وخارج؟ وما ھي الحَلقة؟ ألیست سَطحًا مُنحَنیاً مُغلقَاً في داخِلِھِ ثقُب؟ تدَرس
الطوبولوجیا الجوانبَ الأساسیة الجوھریة للأشكال على الرغم من تغَیَرّ كل صفاتھا الأخرى. ومن
ا بدون الطوبولوجیا، مثلما لا یمُكِن أنْ تكون الفلسفةُ ھذا المنطلق لا یمُكن أنْ تكون الھندسة عِلمًا تام�

تامّة إذا لم تبَحَث فیما وراء الطبیعة.

منذ أنْ أسََّسَ عالِم الریاضیات السویسري لیونھارد أویلر Leonhard Euler عِلم
الطوبولوجیا سنة 1736، تعلَّم الطوبولوجیون أشیاء كثیرة عن مُكّونات جَوھَر الأشكال الھندسیة
ا بھ (أي أنّ لِكل شيء عدداً من وعلاقاتھا ببعضھا بعضًا، فتعَلَّموا مَثلاً أنّ لِكل شيء جَوھرًا خاص�
الصفات الثابتة طوبولوجی�ا)، وأنّ الطریقة الوحیدة لإدراك التَّماثلُ بین شیئیَن مختلفیَن ظاھری�ا تكَمُنُ
لوا إلیھا ھي الثوابت الطوبولوجیة، إذ في إدراك التَّماثل بین جَوھَریھِما. ولعل أھم النتائج التي توَصَّ

إنھ بمَعرفة ھذه الثوابت، یتَمكَّن الطوبولوجي مِنْ إدراك الصفات الجوھریة للأشیاء.

د الطوبولوجیون الثوابتَ الأساسیة الثلاثة على أنھا: أبعادُ الشيء، وعددَ حَوافِّھ، وعدد یحُدِّ
ض الشيء للانحناء أو للشَّد أو جَوانبھ. لأنّ كلا� مِنْ ھذه الصفات للأشیاء تظلُّ ثابتة مھما تعرَّ
للالتواء. فمَثلاً إنّ صفحةً مثالیة مِن الورَق ھي شَكلٌ لھ بعُدیَن (الصفحة المثالیة ھندسی�ا ھي صفحةٌ
لا سَماكَة لھا) ولھ حافَّة واحِدة وجانبیَن. ھذه المجموعة مِنَ الصفات الثابتة ھي جوھر ھذا الشَّكل
(الصفحة)، لأنكَ مھما غَیَّرتَ مِنَ الشكل الظاھري لھذه الصفحة، فستظلُّ شَكلاً لھ بعُدان وحافةّ
واحدة وجانِبان. وینَطَبق ھذا أیضًا على السَّطح المثالي لكُرة السلَّة، فھي شَكلٌ لھ بعُدان ولیس لھ أیة
حافَّة ولھ جانبان. وسَطحُ الأسطوانة المثالي ھو شَكلٌ لھ بعُدان وحافَّتان وجانبان... وھكذا بالنسبة

لكل الأشیاء.

مِنَ الناحیة الطوبولوجیة، تسمى الأشیاء التي تتَصِف بجَواھر من ذات النوع الواحِد
بالأشیاء المُتماثلة شكلاً Homeomorphs وھي الأشیاء التي تتَمتَّع بثوابت طوبولوجیة مُتماثِلة،
فمَثلاً، تعُتبر كُرة السَّلَّة الفارِغة مِنَ الھواء (رغم تغَیرّ شكلھا) شَكلاً مُماثلاً لِكُرة السَّلَّة المَملوءة
بالھواء، لأنّ صفاتھا الجوھریة الثابتة طوبولوجیَّا مُتماثِلة. وفي الحقیقة، جمیع الأشكال الظاھریة

ھا أو التوائھا ھي أشكال مُتماثِلةَ طوبولوجی�ا. التي تأخُذھا كُرة السَّلَّة عند انحِنائھا أو شدِّ
ُ ُّ



یدلُّ مفھوم الأشكال المتماثلة على أنّ نظرةَ الطوبولوجي إلى الھندسة تشُبھ نظرةَ بعض
سامین إلى الحقیقة الواقعیة، فعندما ینَظر بعض الرسامین إلى شيءٍ ما، فھَُم یمیلون إلى رؤیة كل الرَّ
روا لنا جَوھَره وِر ھذا الشيء، ویستطیعون في الوقت نفسھ أنْ یصَُوِّ الزوایا المُمكِنة التي تصَُّ
Rouen مثلاً قد فعَلَ ھذا عندما نظَر إلى كاتدرائیة روان Monet الأساسي، ویبدو أنّ الرسام مونیھ
في باریس قبَل أنْ یرَسمھا في أوقات مختلفة مِنَ الیوم في لوحَةٍ واحدة. وبشكلٍ مُشابھٍ، عندما ینَظر
الطوبولوجیون إلى شيء ما، فإنھم یرَون فیھ كل الأشكال المتماثلة التي یمُكِن أنْ یتَّخذھا مع

المحافظَة على جوھره الأساسي لِیبقى الشيء ذاتھ.

یفیدُ مفھوم الأشیاء المُتماثلة طوبولوجی�ا في توحید النظرة إلى الأشیاء في الھندسة، كما یفید
ل مجموعة الأشیاء المماثلة لِكُرة السَّلَّة فِئةً مِنَ جَواھر الأشكال التي تضَمُّ كل في تصَنیفِھا، فمَثلاً تشَُكِّ
ل ھذه الفئة والفئات الطوبولوجیة الأخرى الأشیاء ذات البعُدیَن والجانبیَن والتي لیس لھا حافةّ. وتشَُكِّ
حدوداً صارمة، إذ یسَتحیل على أي شيء أنْ ینَتقِل مِنْ فئةٍ طوبولوجیة إلى أیة فئةٍ أخرى. وترَجَع
ھذه الاستِحالة إلى كَون الصفات الطوبولوجیة الثابتة لِشيء ما لا یمُكِن أنْ تتغیر بالانحِناء أو بالشدّ
أو بالالتواء إلى الصفات الطوبولوجیة الثابتة لِشيء آخَر. ولذا، فالفئاتُ الطوبولوجیة ھي فئاتٌ
صارِمةُ الحُدود، أو بكلمة أخرى، یصَُنَّف الشيء في فئةٍ طوبولوجیة بحسب طبیعة جوھره التي لا
تتَغیرّ عند إخضاعھا للتَّحولات الطوبولوجیة. ولكن یجب أنْ نلاُحِظ ھنا أنّ جَوھر الأشیاء یمُكن
تغییره بإخضاعِھا إلى تحوّلات غیر طوبولوجیة، فمثلاً، یمكِننا باستِخدام الصَّمغ والمقصّ أنْ نحُقِّقَ
ننا مِنْ تغییر الصفات الطوبولوجیة الثابتة ما لا یمُكِن تحقیقھ بالانحِناء والشدّ والالتواء، لأنّ ذلك یمُكِّ
لِشيء ما إلى شيءٍ آخَر غیر مماثل لھا مِنْ فئةٍ طوبولوجیة أخرى. فإذا لصََقْنا طَرفيَّ صفحةٍ مِنَ
الورق، تصُبح أسطوانة، وھكذا بقلیلٍ مِنَ الصَّمغ نستطیع تغییر جِسم لھ بعُدان وحافةّ واحِدة وجانِبان

(ورقة) إلى جِسم لھ بعُدان وحافتّان وجانبان (أسطوانة).

إذا قمُنا بعملیة التواء لأحَد طرَفيَّ صفحة الورق، ثم لصََقنا طَرفیَھا، نحَصل على شَكلٍ أكثرَ
غرابةَ، ھو شكلٌ لھ بعُدان وحافةّ واحِدة وجانب واحِد، وھذا الشَّكل یسُمّى: شَریط

موبیوس Mobius Strip، وھو شَكلٌ غریب لأنّ لھ جانب واحِد في حین أنّ أغلب
رھا لھا جانبان، ولأنّ شریط موبیوس73 ذو جانب واحِد، یمُكِن تلَوینھ كاملاً دون الأشكال التي نتصَوَّ
سام إلى عبور أیة حافةّ، ولھ صِفات شاذةّ أخرى ذكُِر بعضھا في ھذه القصیدة الفكاھیة: أنْ یحتاج الرَّ

یعَتقد عالِمُ الریاضیات

أنّ شریط موبیوس لھ جانب واحِد

وستضَحَك كثیرًا

إذا قصََصتھ في المنتصف،

لأنھ سیظلّ قطعةً واحدة عندما یقُصَّ...!



[المترجم: شريط موبيوس]

ورُ حقائقَ ھندسیة وبشكل عام، فإنّ النتائج الطوبولوجیة، مِثل ھذا المثال السابق، تصُِّ
معقَّدة، ولكنھا مُنظََّمة، وعناصرھا مُترابطة بشكل عَقلاني ومنطقي، كما ھو الحال في العناصر
الحقیقیة في عالمَ الواقع. وكما رأینا، فإنّ الطوبولوجیین قد تعَلَّموا أنّ الأشیاء تشُبھ الكائنات الحیةّ
بأنّ لھا ذاتیةّ وصِفات ممیزّة ثابتة ومستقلة عن الظروف الخارجیة التي تحُیط بھا، وأنّ ھذه الذاتیة
المتمیزّة الثابتة لا یمُكِن تحطیمھا وتغَییرھا على الرغم من تغَیرّ المظاھر السَّطحیة في الشكل
الخارجي للأشیاء. وھكذا، بالاستِناد إلى ھذا الاكتشاف الفرید، فإنّ كل المعلومات الطوبولوجیة إنما

تدلُّ على وجود نظامٍ مفھوم وراء ذلك التَّنوع الفوضوي الظاھري في عالمَ الأشكال الھندسیة.

ھذا ما اكتشَفھَ العِلم في العالمَ الفیزیائي مع فارقٍ واحد مھمّ: بینما یظلُّ العِلم في خِلاف
وتنَاقض مع أغلب الأدیان حول التفسیر الصحیح للنظام الواضِح في الكَون، فإنھ لا یوجَد أي تساؤل
أو شك في أنّ النظام الواضِح في الحقائق الھندسیة إنما ھو نظامٌ وُضِعَ عن قصَد وتدَبیر. وفي ھذه
الحالة، فالسؤال الوحید المتبقي ھو فیما إذا كان ھذا النظام والتدبیر مِنْ صُنعنا نحن، أم أنھ قد أوحِي
إلینا اكتِشافھ من خلال دراسَتِنا للطوبولوجیا؟ وعلى كل حال، فإنّ دراسة الطوبولوجیا تسُاعدنا على
فھَم الحقائق الھندسیة والحقائق الإنسانیة، وذلك لأنّ الطوبولوجیین قد سبقَوا الآخرین في فھَم جَوھر
الأشیاء، إذ یستطیع الطوبولوجیون أنْ یخُبرونا بدقةّ ما تعَنیھ صفحة الورق، أو كُرة السَّلَّة، ولكننا

أقلّ فھَمًا لما یعنیھ الإنسان بِدلیل اختلاف آرائنا حولھ.

ما ھي الذات الإنسانیة؟ وما ھي تلك الصفات الفردیة الخاصة التي تستمر بالوجود على
الرغم من التقدم في العمر؟ وما ھي تلك الصفات الإنسانیة العامة التي تستمر بالوجود على مرّ
نین من الحیاة والتَّغیر والتَّطور؟ ھذا إذا كان النوع البشري یتَغیَّر ویتطَور فِعلاً؟! ھذه ملایین السِّ
المسائل لیست قضایا دینیة بحَتة، بل ھي مسائل تھَّم المؤمن وغیر المؤمن على السواء. وتتَعلَّق ھذه
المسائل التي لم تحُلّ بعَد بأسئلة أكبرَ تدور حول وَضعنا الخاص المتمیزّ، وعن دوَرنا ومَكاننا في
فِنا على أصدقائنا النظام العام للكَون والأشیاء. كما تتَعلَّق بالأسئلة الأبسَط التي تدَور حول كیفیة تعَرُّ

القدامى في حفلات اجتماع الشَّمل دون أنْ نضطر إلى قراءة أسمائھم.

یبدو أنّ الشخصیة وطریقة التَّصرف ھي صِفات لا تتغیَّر كثیرًا على مرِّ العمر، وھي تشبھ
نني من تمییز ر ما ھي الصفات التي ستمَُكِّ في ذلك الثوابت الطوبولوجیة. ولكنني أحاول تصَوُّ



ٌ الإنسان عن الحیوان في حفلةِ اجتماعِ شَملٍ قد تعُقدَ بعد عدة آلاف الملایین من السّنین، وھي فترة
كافیة لإحداث بعض التغیرات الشَّكلیة الكبیرة إذا كان داروین على حَقّ؟!

نعَتمدُ ھذه الأیام على مقارَنة الشكل الفیزیائي للتمییز بین أنواع الحیوانات، وقد أصبح
علماء التصنیف خُبراء حاذِقین في تصنیف الأنواع الحیوانیة بالاعتماد على ملاحظاتٍ مِثل نسبة
وَزن الدماغ إلى وَزن الجسم، وترَكیب الھیكل العظمي، وطریقة الحركة، وعددَ الأصابع... وھكذا.
ولكننا لم ندُرك بعَد كیف نمُیِّز بین الأنواع بالاعتماد على صِفاتٍ خفیةّ أقلّ وضوحًا، مِثل العواطف
والانفعالات وطریقة التفكیر، ربما لأن عواطِف نوَعٍ حیواني ما بالنسبة لِعالِمِ التصنیف ھذه الأیام

تشبھ في غموضھا عددَ حوافّ الأشیاء بالنسبة إلى عالِم الھندسة القیاسیة.

نین، فإنني لن أتوقَّع أنني في حفلةَِ اجتماعِ الشَّملِ المُفترضَة التي قد تعُقدَ بعَد ملایین السِّ
أتمكَّن مِنْ التعرف على نسَلِ أجدادي مِنَ البشر إلا بالاعتماد على تلك الصفات الخفیةّ، والحقیقة فإنّ
حَدسي الطوبولوجي یوحِي لي بأنّ صِفاتنا العقلیة ھي الثوابت التَّطوریة الھامة، ولیست صِفاتنا
الجسدیة... إنّ صِفاتنا العقلیة ھي التي تدَلُّنا على مَعنى كَونِنا بشََرًا، وھي الصفات التي ستستمر في

البقاء على الرغم من التطور والتغیرّ على مرّ العصور.



وجوه التَّغیُّر المألوفة: نظریة الكارثة Catastrophe Theory "لیس العالمَ فوضى من الحطام
والھَشیم

ولكن العالمَ منسَجم في اضطرابھ

حیث نرى النظام في التنوع

وحیث تتَّفق كلّ الأشیاء رغم اختلافھا".

ألِكسندر بوب Alexander Pope لعل الحقیقة الوحیدة المؤكَّدة في ھذا الكَون كما یقُال
ھي التَّغیُّر. كل شيء عَرفناه في العِلم یدلُّ على ذلك، وكل شيء في الكَون، بل والكَون نفسھ في حالة
تغیرّ مستمر، والأشیاء التي تبدو ثابتة مستقرة كالجبال والھواء والشمس تخَضَع ھي أیضًا في
الحقیقة للتغیرّ المستمر، فھي دائمًا في حالة توَازن دینامیكي حتى خلایا أجسامنا تسُتبدلَ كلھا بخلایا
جدیدة كل سَبع سنوات تقریباً.

مَوقِفنُا من التغیرّ، وخاصّة التغیرّ المفاجئ، قد تغَیََّر أیضًا في العقود الأخیرة. في الماضي
البعید كانت التغیرات المفاجئة، مِثل الموت الطَّارئ والكوارث الطبیعیة، تفُسََّر عادةً على أنھا مِن
فِعل عامِلٍ غامِض مُبھَم كَنزَوَةِ آلھةٍ، أو قوة عفریتٍ مِن الجِنّ أو شیطان، كانت أوَْجُھُ التغیرّ المفاجئ
وأنماطُھ غامضة مُبھَمة بالنسبة لنا، وكانت تشَُكّل نوعًا مِن الخطر الغامض المجھول. في القرَن
السابع عشر، خلال عصر التنویر والصحوة الأوروبیة، أدركَ إسحاق نیوتن أنّ أنماطًا كثیرة من
التغیرّ التدریجي، كَزیادة عَدد السكان مَثلاً، تتَبعَ نظامًا ثابتاً یمُكِن التَّنبؤ بھ بتطبیق معادلات ریاضیة
قلیلة. ولكن حتى في ذلك الوقت، ولِسنین عدیدة بعَده، لمْ یكَُن مِن المُمكن تطبیق أي فھَم أو تحَدید

معقول للتغیُّر المفاجئ في الریاضیات.

في عام 1958، تمََكَّن عالِم الریاضیات الفرنسي رینیھ تومRené Thom 74 من تحدید
التَّغیر المفاجئ بنجاح، إذ اكتشَفَ أنّ أغلب التَّغیرات المفاجئة، أو الكوارث كما سَمّاھا ھذا العالِم،
تخَضَع لأنماط منتظَمة یمُكِن وَصفھا نوعی�ا بسَبع معادلات ریاضیة...! وعلى الرغم من أنّ نظریتھ
لا تسُاعدنا على مَعرفة سَبب التغیرّ المفاجئ أو الكارثة، إلا أنھا توضح أنّ ھذه التَّغیرات لیست
عشوائیة وفوضویة كما كان یعُتقدَ سابقاً، كما بیََّنتْ أیضًا أنّ التَّغیرات المفاجئة التي تصُیبنا شخصی�ا،
كالانھیار العصبي وھجمات النرفزة والغضب، ھي من نوعیةٍ مشابھةٍ لتلك التغیرات المفاجئة التي
ننا نظریةُ توم مِنْ إدراك أوَْجُھ التغیرات المفاجئة والكوارث تحَدث في الكَون البعید...! وھكذا تمَُكِّ

التي تغُیِّر العالمَ الطبیعي حولنا كما لم ندُركھا مِن قبَل.

في عالمٍَ دینامیكي كعالمَنا، یتحَتمّ على علماء الریاضیات أنْ یسَتخدِموا وسائل الریاضیات
يّ للتغیُّر ھو الدَّافع الذي في دراسة التغیُّر، وقد كان ھذا الدَّافع العلمي للتوصُّل إلى تفسیرٍ وفھَم كَمِّ



ضَ إسحاق نیوتن على اكتشاف حِساب التفاضل والتكامل، فقد وَضَع نیوتن حساب التفاضل حَرَّ
والتكامل لكي یصَِفَ التَّغیُّر الذي یتَطَور بخطوات صغیرة متتالیة، أي التَّغیُّر التدریجي المستمر.
وقد استخدمَ العلماءُ أسالیب نیوتن في حساب أشیاء مِثل حركة الكواكب حول الشمس، أو زیادة عدد
السكان، أو تسَارع الأجسام في حالة السقوط... واكتشَفوا آنذاك باستِخدام حساب التفاضل والتكامل
أنّ ظواھر التَّغیُّر التدریجي المستمر التي تبدو مختلفة ومُتبَایِنةَ ھي في الحقیقة متشابِھة مِن وجھَةِ
نظََر الریاضیات، فمَثلاً لوحظ أن معادلة النموّ الأسُّي في حساب التفاضل والتكامل التي تصَِفُ زیادة
المدَّخرات في حسابِ التوفیر، تمُاثلُ تمامًا المعادلة الأسُّیة التي تصَِفُ نمو الجراثیم في مزرعةٍ
مخبریة، كما تمُاثلُ المعادلةَ الأسُّیة التي تصَِفُ الزیادةَ في التفاعل النووي المتسلسل، والمعادلةَ التي

تصَِفُ الزیادة الطبیعیة في مجموعةٍ من الحیوانات.

لعل مِنْ أھم نتائج حساب التفاضل والتكامل ھو القدرة على معرفة احتمالات حركَة جِسم
ك بحرّیة في الفراغ تحت تأثیر الجاذبیة. وفْقَ حساب التفاضل والتكامل، یخَضَع ھذا الجِسم یتحرَّ
لواحِد مِنْ ثلاثة مَسارات نموذجیة حَسب سرعة انطلاقھ مھما كان شَكل ھذا الجِسم أو كتلتھ أو كثافتھ
أو تركیبھ الكیمیائي. وھكذا یسَیر جِسمان مختلفان في الشَّكل وفقَ مَسَارٍ واحِد (في الفراغ) إذا كانت

سرعة انطلاقھما في البدء متساویة.

إذا انطلقَ جِسم بسرعة ابتدائیة أقلّ مِنَ السرعة المَداریة (التي تبلغ بالنسبة إلى قوة الجاذبیة
الأرضیة 17000 مِیل في الساعة) فسَیكون مَسَارُه حَتمًا بشكلِ قطَْعٍ مُكافِئ Parabola، وھذا ھو
المَسَار المنحني الذي یتَبعھ السَّھم أو الرصاصة أو الحَجر بعد الرّمي. وإذا أطُلِق جِسمٌ بسرعةٍ
تتراوح بین السرعة المَداریة وسرعة الانفِلات من الجاذبیة الأرضیة (التي تبلغ بالنسبة إلى قوة
جاذبیة الأرض 25000 مِیل في الساعة) فسَیكون مَسَاره حتمًا بِشكلِ قطَْعٍ ناقِص Ellipse أو دائرة،
وھذا ھو المَسار الذي تتَبعھ الكواكِب في دوَرانھا حول الشمس، وھو یماثل أیضًا المسار الذي تتَبعھ
الأقمارُ الصناعیة حول الأرض. وأخیرًا، إذا أطُلِق جِسم بسرعة تساوي أو تزید على سرعة
الانفِلات، فسیكون مَسَاره حَتمًا بشكل قطَْعٍ زائدٍ Hyperbola، وھذا یشبھ القطَْع المكافِئ إنما
بانحِناء أكبر، وھو المَسَار الذي اتَّخذتَھْ مَركَبة الفضاء الأمریكیة أبولو في طریقھا إلى القمر.

اكتِشافُ ھذه المَسارات یمُاثِلُ في جُرأتِھ وثوریَّتھ اكتِشافَ توم في وَصف التَّغیر المفاجئ.

ُ



[المترجم: مَسار القَطع المُكافئ كما يظهرَ في تصوير حركة الكرُة]

[المترجم: مَسار القَطع المُكافئ]

[المترجم: شكل توضيحي لمَسار بشكل القَطع الناقص الذي يشبه مَدارات
الكواكب

حول الشمس]



[المترجم: مَسار القَطع الزائد]

على الرغم من الفوائد العظیمة والخَدمات الجُلَّى التي قدََّمَھا حِساب التفاضل والتكامل
للعِلم، إلا أنھ لم یقُدَم للعلماء طریقة تمُكِنھم مِن وَصف وتحَدید التغیرّ المفاجئ. أعاقَ عدم وجود مِثل
ھذه الأسالیب والعملیات الریاضیة لِدراسة التغیرات المفاجئة علماءَ الأحیاء في دراسَتھم النظریة
لانقسام الخلیة (وھي مِن أھم المظاھر الأساسیة في عِلم الأحیاء) لأنّ الخلایا تنقسَم بشكل مفاجئ
ولیس بشكل تدریجي. ویبدو أنّ توم كان عارِفاً بوجود ھذه المشكلة في عِلم الأحیاء، بل یبدو أنّ
عتھ على تطویر نظریتھ في التغیرّ المفاجئ. وقد إدراكھ لھذه المشكلة كان أحَد الدَّوافِع التي شَجَّ
نشُِرتْ أولى تطَبیقاتِھ لھذه النظریة سنة 1968 في سلسلةٍ مِنَ الكُتب تحت عنوان: "نحو عِلم الأحیاء

."Toward a Theoretical Biology النظري

تكُمل نظریةُ الكارثة حِسابَ التفاضل والتكامل في الریاضیات والعلوم، إذ إنّ حِساب
التفاضل والتكامل یمَُثِّل نظریةً كمّیةً في دراسة التغیر التدریجي المستمر، بینما تمُثِّل نظریةُ الكارثة
دراسةً نوعیة للتغیرّ المفاجئ. وتبدو نظریةُ الكارثة واضِحةَ الإتقان والإحكام بشكلٍ خاص في
الطوبولوجیا. لعل أوضَحُ جوانب تطبیق نظریة توم عن التغیرّ المفاجئ في الطوبولوجیا ھو مَفھوم
التَّماثلُ الطوبولوجي: یعُتبَر جِسمان متماثِلان طوبولوجی�ا إذا اشترَكَا بصفاتٍ جوھریة خاصّة ولو
كانا مُختلَفیَن في صِفات أخرى. فمثلاً، یعُتبرَ فنجانُ القھوة والطّوق متماثلیَن طوبولوجی�ا لأنّ كلا�

منھما لھَ ثقُبٌ في وسَطَھ، وھذا الثقّب ھو صِفة جوھریة أساسیة خاصّة، بحیث إننا لو استطعنا
تحویل فنجان القھوة إلى طَوق، لتَغیَّرت كل صِفاتھ الأخرى ما عَدا وجود الثقب في وَسَطھ. وھكذا
یتَحدَّد التَّماثل الطوبولوجي بوجود صِفات نوعیة ولیست كَمّیة (مِثل مساحة الطّوق، أو عمق

الفنجان)، ولھذا السبب، قد تكون الأشیاء المختلفة ظاھری�ا متماثِلةَ طوبولوجیَّا.

بدَأ العالِم توم في بحَث نظریة الكارثة بطریقة مماثلة، بأن یبَحث عن التشابھ النوعي بین
الكوارث والتغیرات المفاجئة التي تبدو مختلفة في الظاھر، كالاختلاف بین الطّوق والفنجان. ولذلك،
بحَث عن صِفةٍ تشبھ الثقّب في كَونِھ صَفةٌ جوھریة أساسیة ثابتة ترتبط بالكارثة بشكلٍ نوعيّ بحیث
یتَمكَّن مِنْ استِخدام ھذه الصّفة في الریاضیات لِوَصف وتصنیف الكوارث والتغیرات المفاجِئة، وقد
فَ توم فة تكَمُن في عدد العوامل التي تسیطر على حدوث الكارثة. وعَرَّ اكتشَف أنّ مِثل ھذه الصِّ
العامِل المُسیطِر بأنھ أي عامِل یمُكِن أنْ یؤثِّر في تطَوّرِ التَّغیَُّر وَفي جِھَةِ حدوثِھ تحت أي ظرف أو

َّ ً



حالةَ تؤدي لھذا التغییر المفاجئ، فمَثلاً: العامِل الأساسي الذي یتَحكَّم ویسُیطر على انتفاخ البالون
(وبالتالي على احتمال انفجار البالون) ھو ضَغط الھواء، لأنھ بزیادةِ أو بتخَفیضِ ھذا العامِل

المُسیطر یتأثرّ تطوّر وَجِھَةُ حدوث التغیر في حالة البالون.

كان ھذا الاكتشاف الوحید، وھو أنّ عدد العوامل المسیطرة ھو صِفة جوھریة مِنْ صفات
الكارثة، مَثل صِفة وجودِ الثقّب في الطَّوق والفنجان، ھو الأساس الذي استنَد إلیھ توم في تعریف
التماثل بین الكوارث وحَسب ھذا التعریف تعُتبرُ الكوارث تغَیرات مفاجئة متماثلة إذا كان سلوك كل
منھا یتحدَّد بعدَد متماثِل ومُتساو مِن العوامل المُسیطِرة، وھكذا فإنّ انفجارَ البالون مَثلاً یعُتبر كارثة
أو تغَیرًّا مفاجئاً مُماثلاً ومكافئاً لأیة كارثة أخرى، أو لأي تغَیرّ مفاجئ آخر یتحددّ سلوكھ بعامِل
مُسیطِر واحد مھما كان نوعھ. وھكذا قام توم بتصَنیف الكوارث إلى فئات حَسبَ عدد العوامل التي
تسُیطر علیھا. یعُتبر ھذا التعریف أساسی�ا في نظریة الكارثة، وھو یعني أنھ إذا كان عدد العوامل
المُسیطرة على سلوك ظاھرتیَن متساویاً، فسَتتبعَ ھاتان الظاھرتان نمَطًا متماثِلاً في التغیرّ من حیث
نوعیتّھ حتى ولو لم تكَُن ھاتان الظاھِرتان مُتساویتیَن من حیث الكمّ، أو في صِفاتھما الأخرى.
وبتطبیق ھذا التعریف، استطاع توم تحدید الفئات المتشابھة نوعی�ا في الكوارث التي تبدو مختلفة

ظاھری�ا.

یمُكِن اعتبار أنّ اكتشاف توم أنّ الصفة الجوھریة الأساسیة للكارثة ھي عَدد العوامل التي
تسُیطر علیھا وتتَحكَّم في حدوثِھا ھو اكتشافٌ مشابھ لاكتشاف نیوتن أنّ الصفة الأساسیة التي تحُددّ
مَسَار جسم تحت تأثیر الجاذبیة ھي سرعَة انطلاقِھ في البدایة، ففي كلٍّ من ھاتیَن الحالتیَن لیس
ھنالك أي تأثیر ریاضي ھام لأي عامل آخَر في سلوك الحالةَ المتغیرّة، وفي نتیجتھا، سوى العامل
المُسیطِر أو الصفة الأساسیة، وما تلك العوامل والصفات الأخرى سوى أقنِعة تخفي وراءھا وجوهَ
التغیرّ المتشابھة أصلاً. لا شك بأنّ ھنالك بعض الاختلافات بین اكتشاف توم واكتشاف نیوتن، فبینما
لا توجَد سوى فئات ثلاث تضمُّ كافة الحركات تحت تأثیر الجاذبیة، فإننا نحتاج إلى سَبع فئات على
الأقل لكي نشَمل كافة أو أغلب الحالات المعروفة من التغیرات المفاجئة في العالمَ الطبیعي. وبینما
توجَد نماذج المَسارات الثلاثة في الكَون الحقیقي، وبالتالي تمُكِن ملاحظَتھا ودِراستھا، فإنھ لا توجَد
أمثلة واقعیة مِن أنماط الكوارث النموذجیة السَّبعة إلا في عالمَ الریاضیات النظریة، وبذلك تصَعب
رھا ھي أنْ نتَخیَّل، كما تخََیَّلَ توم، أنّ دراستھُا، ویصَعب تصوّرھا أحیاناً. ولعلّ أسھل طریقة لِتصَوُّ
تجربةَ معایشَة كارثةٍ مفاجئة تشبھ في نوعھا حالة السقوط المفاجئ أثناء السَّیر على سَطحٍ ھندسيّ
خَطِر، والسقوط منھ إلى سَطح آخَر! أي أنّ السقوط المفاجئ یشبھ التغیر المفاجئ في أننا نجَد أنفسَنا
فجأة في مكانٍ یختلف تمامًا عن المكان الذي كناّ فیھ قبُیلَ سقوطِنا. یعني ھذا التشابھ أنّ الحِساب
الریاضي في نظریة الكارثة یشبھ في بعض نواحیھ الحِساب الریاضي للسطوح الھندسیة، وھي

دِراسة مألوفة لأغلب علماء الریاضیات.

تخََیَّلْ أنّ العوامل التي تتحكَّم بتطَور واتِّجاه تغَیَُّر كارثة ما ھي نفسھا العوامل التي تسُیطر
ى ھذا على تطوّر واتجّاه حركَتنا على السطح الھندسي النظري الموافِق لِنوعِ تلك الكارثة، یسُمَّ
السطح النظري: سَطح المراقبَة. وتشبھ الكارثة حالة السقوط المفاجئ مِن سَطح المراقبَة ھذا إلى
سَطحٍ آخَر مُختلف. كما یعني ھذا أنّ عددَ أبَعاد سَطح المراقبَة الموافِق لِكارثةٍَ ما، یساوي عدد

َّ



العوامل المسیطِرة على تلك الكارثة، بحیث یتحكَّم كل عامِل مُسیطِر بالحركَة على بعُدٍ واحِد مِن
أبعاد سَطح المراقبَة.

رنا أنّ الأوجُھ المختلفة للتغیرّ المفاجئ ھي بمثابة سطوح ھندسیة خطِرة، فإنّ إذا تصَوَّ
ن سَبع وجوهٍ نظریةَ الكارثة تعَني أنّ أغلب الحالات التي نواجِھھا في الطبیعة وفي أنفسنا تتَضمَّ
خطرة أساسیة ومتمیزّة، وھذه ھي وجوهُ التغیُّر المفاجئ السَّبعة المألوفة. حتى نتَمكَّن من تصََوّرِ ھذه
الأوجُھ أو الحالات، مَنحََھا توم أسماء توحي بأشكالھا، وھي تتألفُ حَسب تزایدھا في التعقید مِنَ
أنواع الكوارث النموذجیة التالیة: الثَّنْیةَ Fold، والشُرْفةَ Cusp، وثلاثة أنواع من الذَّیل المَشقوق
(مثل ذیَل طائر السنونو) Swallow-tail، ونوعَین مِن شَكل الفراشة Butterfly، وبذلك یبلغ عدد

ھذه الأشكال النظریة سَبعة.

الكارثةُ ذات الوَجھ الذي یوافِق شَكلَ الثَّنْیةَ Fold Catastrophe، ھي كلُّ كارثةٍ یتحكَّم
فیھا عامِل مُسیطر واحِد، ولھَا أبسَط الأشكال، حتى إنّ سَطح المراقبَة الذي یوُافِقھا لیس سَطحًا في
الحقیقة، بل ھو خَطٌّ أفقيٌّ ذو بعُدٍ واحِد، تنَحَني إحدىَ نھایتیَھ إلى الأسفلَ مِثل حافَّة ھضبة أو جُرف
صخري حادّ. وحَسب نظریة الكارثة، فھذا الخطّ ھو التمثیل الریاضي النظري لِنفخِ البالون مثلاً،
حیث تمُثِّل زیادةُ ضغط الھواء في البالونِ السیرَ على الخطّ بعیداً عن حافةّ الھاویة. وبالطبع عندما
ننَفخ البالون ونستمرُّ في ذلك فإننا نصَل إلى نقطة حیث سیؤديَ نفَخُ جُزيء واحِد آخَر مِن الھواء إلى
انفجار البالون حَتمًا وتقَعُ ھذه النقطة على حافةّ الھاویة تمامًا، بینما یمَُثلُ انفجارُ البالون السقوطَ في
الھاویة. وفي كارثة الثَّنْیة، لیس للھاویة قاع، ولیس ھنالك بالتالي أي طریق للعوَدة، وھذا یعني في

مِثالنا أنھ إذا انفجَر البالون، فلا یمكن أنْ یرجع إلى حالتھ السابقة قبَل الانفجار.

یمَُثِّل التقدمّ في العمُر حالةً مِنْ كارثة الثَّنْیةَ أیضًا، إذ یعُتبَر الزمنُ ھو العامِل المُسیطر
الوحید، ویعني السّیر بعیداً عن حافة الھاویة العودةَ إلى الشباب، في حین یعني التقدمّ الطبیعي في
العمُر السَّیر نحو حافةّ الھاویة، والوفاةُ ھي السقوط فیھا. وھكذا حَسب نظریة الكارثة، فإنّ حیاةَ
الإنسان تتَبعُ نمَطًا ریاضی�ا مُماثلاً لِنفَخِ البالون، وتشُبھ الوفاةُ انفجارَ البالون، فعندما تفُقدَ الحیاة لا

یمُكِن أنْ تسُتعاد.

أما الكارثة ذات الوَجھ الذي یوُافِق شَكل الشُّرْفةَ المقعَّرة السَّطح Cusp Catastrophe فلا
تنَطبق علیھا حالة اللاعودةَ، وھي كلُّ كارثة یتَحكَّم فیھا عامِلان مُسیطِران فقط. وحَسب نظریة توم،
تتمیَّز كارثةُ الشُرْفةَ بالطریقة التي یتمّ فیھا الإنقاذ مِنْ حالة الكارثة كلی�ا أو جزئی�ا، ویمُكِن تصَوّر ما
یعَنیھ ھنا بالنظَر إلى الوَجھ الریاضي الذي یوُافِق كارثةَ الشُّرفةَ حیث یوجَد في وَسط سَطح المراقبَة
ذي البعُدیَن جزءٌ بارز یلقي ظِلا� مثلَّثَ الشَّكل على السَّطح أسفلَ مِنھ مِثل الشُّرفةَ أو الزاویة، وبحیث
إنھ إذا سَقطَ شخصٌ عن الجُزء البارز، فإنھ یتَمكَّن دوَمًا مِن الصعود والعودة ثانیة إلى الحافةّ، ویظلُّ
باقیاً على سَطح المراقبَة في كل الأحوال. ینَطبقُ ھذا الشكل الھندسي النظري على حالة لعُبة
الطقطیقة المعدنَیة التي تنَطبقُ علیھا صفات كارثة الشُرفةَ، ویتَحكَّم بھا عامِلان مُسیطِران ھما:

ّ ُ ُ



ضَغطُ الأصبع ومرونةُ اللِّسان المعدنَي. ویمُكِن تصویر لِسان الطقطیقة في حالة الراحة وكأننا نقَف
في مكانٍ ما على الشُّرفةَ بعیداً عن الحافةّ، وعندما نزید ضَغطَ الأصبع على لِسان الطقطیقة
تدریجی�ا، فكأننا نتقدَّم نحو حافةّ الشُّرفة، وفي لحظة معینّة، یصبح ضغط الأصبع كبیرًا لِدرَجة أنّ
لِسان الطقطیقة یلَتوي مُصْدِرًا صوتَ طَقَّة عالیة، وھذا یمَُثِّل سقوطنا عن حافَّة الشُّرفة على جُزء
آخَر مِن سَطح المراقبَة نفسھ تحت الشُّرفة، ونظلُّ ھناك طالما بقَیتْ الأصبع ضاغِطة على اللِّسان
المعدنَي، وعندما ترَفعَُ الأصبعُ ضغطَھا عن اللِّسان ویعود إلى وضعیة الراحة، یمَُثِّل ھذا عودتَنا إلى

الشُّرفة مِن جدید.

كارثة الشُّرفة ھي أكثرَ الوجوه التي نقُابلھا في عالمَ الطبیعة من بین أنواع الكوارث
ر نظریةُ الكارثة سببَ ذلك، ولكن أيّ تفسیرٍ معقول یجب أنْ یأخُذَ في اعتِباره كَثرةَ السبعة، ولا تفُسَِّ

وجودِ الأضداد في الواقع العملي، وما یتَعلَّق بھا مِن حالات التغیرّ المفاجئ الذي یقَبلَ الانعكاس.

ف المتقلِّب للمریض النفسي المُصاب ھناك أوجُھ أخرى مألوفة لِكارثة الشُّرفة مِثل التَّصرُّ
لم والحرب بین الأمَم المتصارعة، وتقلُّبات سوق البورصَة... بِمَرَض الھیاج والاكتئاب، وحالات السِّ
فةَ إذ تمَُثِّل ھذه الحالات نماذجَ أخرى لِكارثة الشُّرفة التي یتأرجَح فیھا التغیُّر المفاجئ مِن جِھة مُتطرِّ
فة أخرى، مع القدرة على الرجوع إلى الحالة الأصلیة، ولذلك فإنّ ھذه الظواھر، إلى جِھة مُتطرِّ
على الرغم من اختلافھا الواضح، یمُكِن أنْ تدُْرَس ضمن علاقات ومعادلات ریاضیة واحِدة، ویمُكِن
تصَوّرھا على سَطحٍ ریاضي نظَري واحِد. وھكذا نتَمكَّن بفضل نظریة الكارثة مِن رؤیة مزید مِن

الاتِّفاق والانسجام في العالمَ مِن حولنا.

أما الأنواع الخمسَة الأخرى مِن الكوارث، فلا نقُابلھا بكَثرة مثلما نقُابل نماذج كارثة الشُّرفة
ر سطوح المراقبَة التي تمَُثِّلھا وتوُافِقھا. المتوفِّرة في العالمَ الطبیعي، كما أنھ مِنَ الصعب تصَوُّ
وترَجِع صعوبة تصَوّر ھذه السطوح إلى أنھا ذات أكثرَ مِنْ بعُدیَن (لكي تتَوافقَ مع الزیادة في عَدد
ر، لأنّ العوامل المُسیطرة في الأنواع المعقَّدة مِن الكوارث) مما یجَعل ھذه السطوح صعبةَ التصوُّ
السطوح التي نأَلْفَُ مشاھدتھَا أو تخَیلّھا عادة، ھي مُسَطَّحات ذات بعُدیَن فقط (طول وعَرض)، وكلّ
دة الأبعاد على سَطحٍ مألوفٍ ذي ر خَیالَ أو مَسْقطََ ھذه السطوح المتعدِّ ما نستطیع تخَیلّھ ھو أنْ نتَصوَّ
بعُدیَن فقط. ولكي یبُیَِّن توم أنّ ھذه الأشكال ھي مِن صُنع الخیال، كان یمَیلُ دائمًا إلى ذِكْرِ أنّ كارثة
الذَّیل المَشقوق قد مُنِحَتْ ھذا الاسم مِن قِبلَِ صدیقِھ عالِم الریاضیات الفرنسي الأعمى برنار موران

!...Bernard Moran

نلتقي في الطبیعة بحالات مِن نوع كارثة الفرَاشة أكثرَ مما نراه من كارثة الذَّیل المَشقوق،
وفي الریاضیات، یتَمیَّز سَطح المراقبَة الذي یوُافِق كارثة الفرَاشة بوجود شُرْفتیَن في وَسَطِھِ بدلاً من
شُرفةَ واحِدة، وھما مُرَتَّبتان على ارتفاعٍ متفاوِت بحیث یمُكِن أنْ یسَقط شخص مِنَ الشُّرفة العلویة
إلى الشُّرفة السفلیة أو على السَّطح الأدنىَ الذي یقَع تحَتھَما، وكما ھو الحال في سَطح كارثة الشُّرفة،
یستطیع الشخصُ أنْ یعودَ إلى الشُّرفة العلیا مرّة أخرى باقیاً على سَطح المراقبَة في كل الأحوال.
وفي أغلب حالات كارثة الفرَاشة، تمَُثِّل الشُّرفة الوسطى حالةًَ وسطَى بین ما تمَُثِّلھ الشُرفة العلیا

ْ ً َّ



والسَّطح الأدنىَ مِن سَطح المراقبَة المُعقَّد ھذا. فمثلاً یمُكِن لِدوَلتَیَن مُتصارِعَتیَن أنْ تقَْبلاَ المفاوضَة
كَحَلٍّ وسطٍ بدلاً مِن الصراع المستمر بین الحَرب والسلام.

یعُتبَر مرَض فقَْدِ الشَّھیة العصُابي Anorexia Nervosa أحَد الأمثلة القلیلة على حالة
الشُّرفة الوسطى في كارثة الشُّرفة، ویتأرجَح ھذا المرض بین فتراتٍ مِنَ الصّوم الكامل أو الشَّره
الزائد، وقد بیََّنَ عالِم الریاضیات الإنكلیزي إیریك زیمانErick C. Zeeman 75 بعد ذلك في
سبعینیات القرن العشرین أنھ إذا كانت نظریة الكارثة صحیحة، فیجب أنْ نتَمكَّن مِنْ تحویل مرَضِ
فقَْدِ الشّھیة العصُابي مِنْ نمَط كارثة الشُّرفة إلى نمَط كارثة الفرَاشة بإضافة عوامل مُسیطِرة أخرى
إلى الحالة، وبعَد أنْ تشََاوَرَ زیمان مع طبیب نفسي إنكلیزي، وَضَع ذلك الطبیب طریقةً جدیدة لعلاج
ن ھذا العلاج وَضْعَ المریض في حالة سُبات، ھؤلاء المرضى بالاعتماد على ھذه الفرضیة، ویتَضمَّ
ویمَُثلّ وَضْعُ المریض أو المریضة (لأنّ ھذه الحالة تصُیب الإناث عادة) في حالةَ السُّبات تغَیُّرًا
مفاجئاً یوُافِق الانتقال مِنَ السطح الأدنىَ (الصَّوم) أو مِنَ الشُرْفةَ العلیا (الشَّراھة) إلى الشُّرْفةَ
الوسطَى في سَطح المراقبَة لِكارثة الفراشة. في ھذه الحالةَ المتوسطة، تكونُ المریضةُ في أكثرَ
ر زیمان ھذا بقولھ: "عندما تكون المريضة في حالة حالاتھا تقَبَُّلاً للعلاج النفسي. یفُسِّ
الصيام والامتناع عن الطعام، فإنها تنَظرُ إلى العالمَ مِن حولها بعِيَن القلق،
راهة فهي تشَعر أنّ العالمَ يسَحَقها ويقَهرها، أما وعندما تكون في حالة الش�
في حالة الس�بات والهدوء، فتكون منعزلة عن العالمَ، ويكون عقلها وتفكيرها

بعيداً عن الانشغال بالطعام أو بالصوم".

على الرغم مِن وجود أمثِلة كَھذه، والتي تظُھِر الإمكانیات العلمیة لنظریة الكارثة، إلا أنّ
الحِوار ما زال دائرًا بین علماء الطبیعة وعلماء الریاضیات عن فائدة ھذه النظریة للعِلم على المدىَ
البعید. یصرُّ المتشائمون على أنّ الفائدة العلمیة لھذه النظریة مَحدودةَ بسبب استِنادھا إلى مَفھومٍ
نوعيّ أساسًا ھو مَفھوم تمََاثلُ الكوارث. وكما رأینا فإنّ الكوارث التي یتحكَّم فیھا عَدد واحِد مِن
العوامل المُسیطرة تعُتبرَ كوارثَ متماثلةَ وفقاً لِھذه النظریة مھما اختلفتَ تفاصیلھا وصِفاتھا
ز علماءُ الریاضیات الذین یشَكُّون في الفائدة العلمیة لھذه النظریة على أنّ ھذه الأخرى، ویرُكِّ
فات التي قد یھتمّ العِلم فات الأخرى" التي تھُمِلھا نظریةُ الكارثة ھي التفاصیل والصِّ "التفاصیل والصِّ
بدراستھا. فمَثلاً، في حالة مرَض فقَْدِ الشَّھیة العصُابي، لا شك بأنّ العلماء یھتمّون بدراسة الحالة إلى
درَجة أبعدَ وأعمَق مِن مجرد مَعرفة أنّ ھذه الحالةَ تتَبع مِن حیث نوَعھا نمَطًا نموذجی�ا معینّاً (كارثة
الشُّرفة) یمُكِن تغییره إلى نمَط آخَر (كارثة الفراشة). وفي مرحلة معینّة، لا شك بأنّ العلماء
سیرَغبون بمعرفة التَّنویعات المختلفة التي یمُكِن أنْ تحَدثُ في النَّمط النموذجي، ومن ثم اكتشاف
ضًا للإصابة بمرَض فقَْدِ الشَّھیة فات المحدَّدة التي یمُكِن أنْ تجَعلَ الإنسانَ أكثرَ أو أقلَّ تعرُّ الصِّ

العصُابي.

مھما كانت الآراء السابقة صحیحة أو خاطئة، فإنّ نظریة توم ھي بلا شك إضافة ھامّة إلى
الریاضیات، وإلى ثقافتنا وطریقتنا في النَّظر إلى الأمور: مِنْ ناحیة، فھذه النظریة تغُْني لغُةََ



الریاضیات بحیث إننا نستطیع الآن أنْ نعُبَِّر عن التغیرّ المفاجئ الذي لم نكَن نستطیع وَصفھَ مِنْ قِبل.
كما أنّ نظریة توم وأساسھا النظري النوعي، تمَُثِّل نقیضًا مُنعِشًا ووجھَة نظَر جدیدة في مقابل
التحلیل الكَمِيّ المُفصََّل الذي كان سائداً في الریاضیات بلا مُنازع كما كتبَ الفیزیائي الألماني
برنھارد باڤینك Bernhard Bavink ذات مرة: "لوِضع مفهوم الكمية القابلة للقياس
كل والعدّ والحِساب في المركزَ الثاني، وتقديم المفهوم الحَيوي الأساسي للش�

والصورة والنوعية إلى المركزَ الأول".

ن نظریةُ توم في الكوارث فوائدَ علمیة، وتحَمل في طیَّاتھا النظرةَ الحیویة المزدوَجة تتَضمَّ
ر أنّ الكلّ أكبرَ مِنْ كلِّ جزء مِنْ أجزائھ، وأنّ دراسة الكلّ یمُكِن أنْ تكون أكثرَ فائدة التي تتصوَّ
وتوضیحًا مِنْ تمَحیص أجزائھ. وللدفاع عن مِثل ھذه الآراء، یطُیل توم شَرحُھ لِعلماء الأحیاء
Structural Stability and ن الشَكل وعلماء الفیزیاء في كِتابھ: استقرار البنُْیةَ وتكََوُّ
د على المخاطر والأخطاء التي یمُكِن أنْ نقعَ فیھا عندما ندَرس Morphogenesis حیث یؤكِّ
الأشیاء عن قرُبٍ شدید أكثرَ مما یجَب، كما یتحَدَّى الاعتقاد العادي المُبسَّط بأنّ تفاعل عَدد صغیر
ر الظواھر الكُلِّیة، في حین أنھ في الحقیقة كلما صَغر ن ویفُسِّ مِنَ الأجزاء الأولیة البسیطة یتَضمَّ
راسة العلمیة، ازدادَ تعقیدھا، حتى یصَِل الدَّارس إلى عالمَ جدید، ویصَعب علیھ مَجال وموضوع الدِّ

فھَم وتِبیان عناصِر ھذا العالمَ المُصَغَّر التي تؤثرّ فِعلاً في الكَون والعالمَ.

وَجد نیوتن منذ ثلاثمئة عام أنّ جِسمًا ذھبی�ا كُروی�ا طائرًا لا یخَتلف في حَركَتھ عن جِسمٍ
د مَسَار كل منھما تحت تأثیر الجاذبیة ھو فضيٍّ مكعب مثلاً، وأنّ العامل المُسَیطر الوحید الذي یحُدِّ
سرعة انطلاق كل منھما في بدایة حركَتھ. وبالمِثل، وَجَد توم أنّ التغیرّ المفاجئ الذي تعَیشُھ أمٌُ
أیقظَھا بكاءُ طفلھا یتَبعَ نظامًا ریاضی�ا مُماثلاً لِحالة كلّ الأمھات مھما كانت جنسیتھنّ أو عِرقھنّ. في
حالة نیوتن، فإنّ وجود الجاذبیة ھو السبب الذي یؤدي إلى خضوع كل الحركات المستمرة لواحِدٍ مِنْ
ثلاثة مَسَارات نموذجیة، وبالمِثل، یذكُر توم أنّ احتمال وجود "قوة الحیاة" التي تؤدي إلى أنّ
التغیرات المفاجئة تبدو وكأنھا تخَضَع أیضًا لِمسارات أو تصرفات معینّة قلیلة. بل ویتنبَّأ أیضًا بأنّ
قوة الحیاة یمُكِن أنْ تكَون مُشابھة لِقوة الجاذبیة أو الكھرومغناطیسیة بحیث یمُكن اعتبار كلّ الأحیاء

أجزاء خاضِعة لِتأثیر مَجال قوة الحیاة.

یمُكِن أنْ تقودنا نظریةُ توم بشيءٍ مِنَ التَّنبؤ المتواضِع إلى رؤیةِ توضیحٍ ریاضي بلیغ
لِسبب تعاطفنا وانسِجامنا مع العالمَ الطبیعي، وذلك لأنّ فھَم وتصنیف الظواھر المختلفة یجَعلھا أقلّ
غموضًا وأكثرَ إلفةَ بالنسبة لنا. وإنني أتساءل فیما إذا كان وجود أنواع الكوارث السبعة التي بیََّنھَا
توم على كوكَب الأرض ینطَبق على أجزاء أخرى مِنَ المجموعة الشمسیة والعوالِم الأخرى في
الكَون الفسیح. وإذا كانت الریاضیات ھي اللغة الكَونیة التي یتَصوّرھا كثیرٌ مناّ، فإنّ التغیرّ المفاجئ
في أي مكان آخَر في ھذا الكَون یجب أنْ یحَمِل وجوھًا مألوفةَ كَتلك الوجوه التي نرَاھا على الأرض.
رْ مثلاً لا شك بأنّ احتمال وجود بعض المفاجآت والتبادلات الغریبة الشاذةّ ھو احتمال قائم... تصََوَّ

وجود عالمَ تطَُقطِقُ فیھ البالونات وتنَفجِر فیھ الطّقطیقات...!



عن الحرب والسلام:

Combinatorics المتوافقات

"لا یمكن أنْ یحَلَ المتشكّكون والمتشائمون مشاكل العالمَ، لأنّ آفاقھم محدودةَ بالوقائع
الواضحة. نحن نحتاج إلى رجال یستطیعون أنْ یحَلموا بأشیاء لم توجَد بعَد".

John F. Kennedy جون كنیدي

اقترحَ المُمثل الھَزلي جورج كارلین George Carlin طریقةً سَھلة لِتحقیق السلام
ف نفسھ للآخرین...! وھذه فكرة جذابة ومُغریة، إلا أنھا العالمي: أنْ یصافِح كلّ واحِد الآخَر ویعُرَِّ
للأسف فكرة مثالیة وخیالیة، ولو طَبَّقَ كل واحِد مناّ نصیحةَ كارلین وصافحَ یدَاً أخرى كلّ ثانیة
لاستغرَق الأمر حوالي مئة سنة قبَل أنْ نتمكَّن مِنْ مصافحَة كل الآخرین في العالمَ. ولكنّ نصیحة
ن حقیقةً رَصینة جادةّ في حیاة الإنسان، وھي أننا نضطر لِتعدیل كثیر مِنْ كارلین الھزلیة تتضمَّ
أحلامنا وآمالنا الغالیة بسبب ضَعفنا، أو بشكلٍ أدقّ، بسبب عدم قدرَتنا على التعامل مع الكَمیات
الكبیرة والأعداد الضخمة. فمَثلاً، في عالمَنا الذي یضمّ أكثر من سبعة بلایین إنسان، حیث یمُكِن أنْ
تنَدلِع الحَرب ویشَبَّ الخِلاف بین أي شخصَین أو أكثرَ، ھناك احتمال لأكثرَ مِنْ مئة بلیون بلیون
د السلام لا نستطیع أنْ نتوقَّع عالمًَا ھادئاً خِلاف مُمكِن. بوجود ھذه الاحتمالات الھائلة التي قد تھُدِّ
مسالمًا خالیاً مِن النزاعات والخِلافات، حتى لو انشَغل كل واحِد مناّ لبعض الوقت في محاولة تحقیق

السلام.

في عالمَ الریاضیات أیضًا، ھناك بعض المسائل التي تعُجِز علاقاتھا ومعادلاتھا الكثیرة كل
الطرائق في حلِّھا. أحَد ھذه المسائل المعروفة ھي مشكلة البائع المتجوّل بین المدن (مندوب شركة)
التي تطَرح ھذا السؤال: ما ھو الترتیب الذي یجب على البائع المتجوّل أنْ یتَبعھ في سَفرَِه إلى المُدنُ
التي یجب علیھ زیارتھا بحیث یقَطَع أقلّ مَسافة مُمكِنة؟ والجوابُ سَھلٌ إذا كان عدد ھذه المُدن قلیلاً،
ولكن إذا كان علیھ أنْ یزَور خمسین مدینة مَثلاً، فھناك أكثرَ مِنْ عشرة آلاف ملیون ملیون ترتیبٍ

مختلفٍ علیھ أنْ یخَتار منھا واحِداً فقط...!

یطُلقَ اسم دراسة المُتوافِقات Combinatorics في الریاضیات على المسائل التي تحتاج
ن ھذا التحلیل عادةً دراسةَ كل التجمعات والترتیبات المختلفة إلى تحلیلِ أشیاء كثیرة متوافِقة، ویتَضمَّ
بِھدف اكتِشاف التآلف أو التوافق المِثالي الذي یحَلُّ المسألة. تحتوي أغلب ھذه المسائل عادة على
عدد قلیل مِنَ المتوافقات المختلفة بحیث یمكن اكتشاف الحلّ بسھولة، مِثل مسألة اختیار أزواجٍ مِنْ



اثني عشر جَورباً بكل الاحتمالات الممكِنة (66 احتمال)، أو تشكیل كُسور مِنَ الأعداد الصحیحة
العشرة الأولى (45 احتمال)، أو ترتیب اثنيَ عَشر ضَیفاً على ثلاث موائد (220 احتمال)... ولكن
في بعض المسائل، یكون عَدد المتوافِقات المُمكِنة ھائلاً، ویبلغ أكثرَ مِنْ عدد النجوم في الكَون بحیث
لا یستطیع ولا حتى أسرَع كومبیوتر في العالمَ أنْ یتوصَّل إلى الحلّ في وقتٍ معقول. تنَطبقُ ھذه
الحالةَ على مسألة زیارة البائع المتجوّل لِخَمسین مدینة، إذ یبلغ عدد المتوافقات والترتیبات المُمكِنة
في ھذه المسألة وأمثالھا عدداً ھائلاً لِدرَجةِ أنّ أمََلَ علماء الریاضیات في قدُرتِھم على حَلِّھا قد

تواضَعَ إلى قبولھم لِحلٍّ وسَط یتَمََثَّل بقبولھم لِحلول تقریبیة غیر كاملة في مِثل ھذه المسائل.

تصَُنَّف درَجة صعوبة وكِبر المسائل في عِلم المتوافقات عادةً بحسب الزمن الذي یحتاج
إلیھ الكومبیوتر لِحلِّ كل المتوافقات والترتیبات المُمكِنة. یزداد ھذا الزمن كلما ازداد عدد العناصر
دُ عدد العناصر كِبرَ المسألة. وفي مثالنا عن البائع المتجوّل، فإنّ كِبر المسألة في المسألة. ولذا، یحَُدِّ
ده عدد المُدنُ التي یجب على البائع زیارتھا. ھناك ثلاث درجات رئیسیة مِنَ الصعوبة ھي على یحدِّ
دة الحُدود الترتیب المتصاعد: المسائل الحسابیة Arithmetic Combinations، والمسائل المتعدِّ
Non-polynomial والمسائل غیر المتعددّة الحُدود ،Polynomial Combinations

.Combinations

في المسائل الحِسابیة (التي تزداد بشكلٍ طَرديّ بسیط)، یزداد الوقت الذي یحتاج إلیھ
الكومبیوتر لِحساب كل المتوافقات والترتیبات الممكِنة بتنَاسبٍ طَرديٍّ بسیط مع زیادة عدد عناصر
المسألة، مثلما ھي الحال في مسألة ترتیب الزواج عن طریق الكومبیوتر مثلاً، حیث یجب على
الكومبیوتر أنْ یبحث في لائحة المُرشَّحین لكي یجَِدَ المُرشَّح المطابق لمواصفات معینّة في شخص

آخَر، فإذا تضاعَف عددُ المُرشَّحین، تضاعَفَ الزمن الذي یحتاج إلیھ الكومبیوتر في بحَثِھ.

أما في المسائل المتعددّة الحُدود (التي تزداد بشكلٍ أسُّيّ)، فیزداد الزمن الذي یحتاج إلیھ
الكومبیوتر بشكل أسُّيّ (مربَّع أو مكعَّب عدد عناصر المسألة...)، كما في محاولة حِساب: كم ھو
عدد لوحات السیارات المختلفة التي یمُكِن تشكیلھا باستِخدام ثلاثة أرقام وثلاثة حروف؟ وبفرَض أنّ
لدیكَ 26 حرفاً مِن حروف الأبجدیة، وعشرة أرقام (مِنَ الصفر إلى التسعة)، فإنك تستطیعُ تشكیل
17576000 لوحَة مختلفة. وإذا تضاعَف عدد الحروف والأرقام مرّة أو مرتیَن، یتضاعف عدد

المتوافقات والترتیبات (اللوحات) المختلفة ثماني مرات أو سَبع وعشرین مرة...!

في المسائل غیر المتعددّة الحُدود، یزداد الزمن الذي یحتاج إلیھ الكومبیوتر في حلِّھا بشكل
أسّيّ متزاید، مِثل الزیادة السریعة في عدد الجراثیم في مزرعةٍ مخبریة. أغلبُ مسائل ھذا النوع ھي
مسائل عمَل الجداول والبرامج حیث تتركَّز المسألة في مَعرفة الجدول المثالي الذي یحُققّ الغرَض
المطلوب كأفضَل ما یمُكِن، كما ھو الحال في مسألة البائع المتجوّل، والمسائل الأخرى التي تشبھھا،
مِثل ترتیب المطارات الذي یجب أنْ تتَبعَھ طائرةُ ركّاب مَدنَیةّ في رحلاتھا التجاریة. تحاول شركات
الطیران دائمًا ترتیب نزول الطائرات في المطارات المختلفة بحیث تقُلِّل ما أمكَن مِنْ تكالیف
ن نقَلَ أكبرَ عدد مُمكِن مِنَ الركاب، وخِدمة أكبرَ عدد مُمكِن مِنَ المُدنُ في الوقت نفسھ. الرحلة، وتؤمِّ
رَتْ إحدى یمُكن أنْ تخَرج الأمور عن السیطرة وعن التَّحكم الأمثلَ بسھولة، فمَثلاً عندما طَوَّ



شركات الطیران الأمریكیة خدماتھا مِنْ ستةّ مطارات إلى أربعة وعشرین، ازداد عدد البرامج التي
یمُكِن أنْ تتَبعھا طائراتھا مِنْ اثنیَن وثلاثین طریقاً إلى 1048576، أي بزیادة قدَرھا 32768 ضِعفاً
في عَدد المتوافقات والترتیبات المختلفة المُمكِنة، مقابل زیادة قدَرھا أربعة أضعاف فقط في عَدد

عناصر المسألة.

بالنظر إلى ھذه الدَّرجة مِنَ التعقید، لیس مُستغرَباً أنْ الأمر كان یحتاج (في أواخر
الستینیات) إلى ثلاثین خبیرًا وكومبیوترَین في شركات الطیران یعَملون عادةً لمدة سنتیَن كاملتیَن

لوا إلى جَدول عَمل شامِل واحِد. لكي یتوصَّ

في ھذه الأنواع الثلاثة مِنْ مسائل المتوافقات، یزداد كِبرَ المسائل الحسابیة والمسائل
المتعددّة الحُدود بشكلٍ تدریجي مع تزاید كِبرَ المسألة بحیث یستطیع علماء الریاضیات حلَّھا عادةً إلا
بمساعدة الكومبیوتر. ویستطیعون حلَّ بعض المسائل غیر المتعددّة الحُدود إذا كانت صغیرة (لا
تضمّ عدداً كبیرًا من العناصر)، ولكن، حتى بمساعدة أقوى وأسرع أجھزة الكومبیوتر الحدیثة، فإننا
قد نحتاج إلى أكثر مِنْ 30000 سنة لِمعرفة جمیع المتوافقات المُمكِنة في مسألة غیر متعددّة الحُدود
مِنْ حَجم مسألة البائع المتجوّل الذي یجب علیھ زیارة خمسین مدینة. ویبدو أنّ صُنع كومبیوتر
یستطیع حلَّ مِثل ھذه المسائل لن یكون مُمكِناً في المستقبل القریب. حَلَّ ھذا الاعتقاد المتشائم في
السنوات الأخیرة مَحلَّ ذلك التفاؤل الذي غَمَر علماء الریاضیات عندما اخُترع أول أجھزة
ر علماء الكومبیوتر في الأربعینات. فقد اخترُع آنذاك جھاز الكومبیوتر UNIVAC، وتصَوَّ
الریاضیات أنّ حلَّ المسائل الكبیرة مِنَ النوع غیر المتعددّ الحُدود سَیصبِحُ مُمكِناً حالما یتم اختراع
وتطویر أجھزة الكومبیوتر القویة والسریعة. وعلى مرّ السنین، أصبحَتْ أجھزةُ الكومبیوتر فِعلاً
أقوى وأسرع، ولكن أصبح مِنَ الواضح أیضًا أنھا لمْ تستطع حلَّ المسائل الكبیرة مِنْ ھذا النوع،

وأنھا لن تتَمكَّن مِن ذلك في المستقبل القریب.

بدلاً مِنْ أنْ یتَخلَّى علماءُ الریاضیات عن آمالھم في حَلّ ھذه المسائل الكبیرة، حاولوا تحقیق
ھدفٍ أكثرََ تواضعاً. ففي خلال العقدیَن الأخیرَین، ركَّز علماءُ الریاضیات جھودھم واھتمامھم على
التوصُّل إلى الحلول التقریبیة باستِخدام أسالیب لا تحتاج إلى معرفةِ جمیع المتوافقات والترتیبات
المُمكِنة في المسائل الكبیرة مِنْ نوع المتوافقات غیر المتعددّة الحُدود. ترَتكِزُ ھذه الحلول "المتفائلة"
إلى قدُرة عالِم الریاضیات على تحدید المیزات التي یجب أنْ یتَّصِف بھا الحَلُّ الحقیقي، ثم یحاول
س التوصُّل إلى الحلِّ التقریبي المقبول الذي یتوَافقَ مع ھذه الصفات المختارة، مثلما یحاول المدرِّ
وَضْعَ منھاجِ الدراسة الذي یتَّفقُ مع أھداف تربویة معیَّنة. یعُتبر ھذا الحلّ أفضَل حَلّ مُمكِن، لأنھ
یتَّفق مع مواصفات معیَّنة، ویتَمیَّز بصفات مطلوبة، وبذلك یحَلُّ مشكلة معینّة. ولكنھ یختلف عن
فات الأساسیة التي تھ. ویرَجع ذلك إلى أنّ الصِّ الحلّ الحقیقي بأنھ لیس حَلا� كاملاً ولا فرَیداً في صِحَّ
استنُِد إلیھا في التوصُّل إلى ھذا الحلّ ما ھي في الحقیقة إلا نوع مِنْ حُسن التقدیر أو الحَدس المثقَّف.

لة لِمشكلة البائع المتجوّل على قاعدة بسیطة ھي أنّ ھذا البائع لا بدّ یسَتند أحَد الحلول المفضَّ
ك إلى أقرَب مدینة مُجاورة حَسب التقدیر مِنْ أنْ یبدأ رحلتھ مِنَ المدینة التي یقُیم فیھا، وأنْ یتحرَّ
العادي السلیم، إلا أنّ ھذه القاعدة المنطقیة لن تقودنا بالضرورة إلى الحلّ الحقیقي الكامل (وھو

ُّ



أقصَر الطُّرق المُمكِنة بین المُدن الخَمسین). توَصَّل علماء الریاضیات إلى ھذا التقدیر العملي
بمقارنة الحلّ المفضَّل بالحلِّ الحقیقي لِمسائل البائع المتجوّل الصغیرة التي یمُكِن حلُّھا، ومِنَ المقبول
عقلانی�ا اعتبار أنّ ھذه المقارنة تمَُثِّل أیضًا مَجالَ الخطأ الذي یقعَُ فیھ الحلُّ المفضَّل بالمقارنة مع

الحلِّ الحقیقي في المسائل الكبیرة مِن النوع نفسھ.

یتَّضِح عدم كَمال وعدم فردیة الحلّ المفضَّل بشكلٍ خاصّ في مشكلة شركات الطیران
عندما تحُاول حلَّ مسألة جَدول الرحلات (وھي مسألةٌ مِنْ نوع المتوافقات غیر المتعددّة الحُدود)،
ففي ھذه الأیام، تسَتخدم شركات الطیران متوافقات وترتیبات لأربعة مخطّطات مختلفة ھي: جدول
حَذف الوَقفات، وجدول المنطقة، وجدول عدم التوقفّ، وجدول التَّرابط المتقاطع. ومِنَ الواضح أنّ

جمیع ھذه المخطّطات تنَطلقُ أساسًا مِنْ حُسن التقدیر العملي السلیم.

في جَدولِ حَذف الوَقفات، تتوقَّف الطائرة في مدینةٍ، وتتجَنَّب الوقوفَ في المدینة التي
تلَیھا، ثم تتَوقَّف في المدینة التي بعَدھا، ولا تتَوقَّف في المدینة التالیة... وھكذا على طول خطّ
نُ ھذا المخطّط خدمَة معقولة في مسافاتٍ متوسطة متقاربة. أما في جدول المنطقة، طیرانھا. یؤَُمِّ
فتھبط الطائرة في جمیع المُدن الواقعة في منطقة معیَّنة مُحدَّدة على خَطِّ طیرانھا بحیث تؤَُمِنُ خدمةً
ممتازة على مسافات قصیرة. أما في جدول عدم التوقفّ، فتطَیر الطائرة إلى مُدنٍ رئیسیة متباعِدة
م شركات نُ خدمةً سریعة إلى مسافات بعیدة. وأخیرًا في جَدول التَّرابط المتقاطع، تقُدَِّ بحیث تؤَُمِّ
الطیران اختیارات أوسَع للمسافرین لكي یتَّجھوا إلى المكان الذي یرغبون، وذلك بإنھاء الرحلات
م رحلات دون في مطار كبیر مشترَك، كَمطار شیكاغو مثلاً، لأنھ لا یمُكِن لأي شركة طیران أنْ تقُدَِّ
توقفّ بین كلّ المُدن. وھكذا بفضَلِ جَدول التَّرابط المتقاطِع، یستطیع مسافرٌ مِنْ مدینةٍ صغیرة في
شَرق البلاد، إلى مدینة صغیرة في غَربھا، أنْ یغُیَِّر الطائرة في مطار كبیر (نقطة ترابط متقاطِع)

یقعَ على الطریق بینھما.

على الرغم من أنّ عدم إمكانیة حلّ المسائل الكبیرة في مجال المتوافقات قد دفعَ أغلب
لة بدلاً مِنَ الحلول الحقیقیة علماء الریاضیات إلى تركیز جھودھم على التوصُّل إلى الحلول المفضَّ
في مِثل ھذه المسائل، إلا أنّ اكتشافاً جدیداً في عِلم المتوافقات قد أیقظَ مِنْ جدید حُلم التوصُّل إلى حلِّ
Richard 76ھذه المسائل لدىَ بعضھم، إذ اكتشَف عالِم الریاضیات الأمریكي ریتشارد كارب
Karp سنة 1971 وجود نوعٍ خاصّ مِنْ مسائل المتوافقات الكبیرة غیر المتعددّة الحُدود یمُكن
اعتباره نوعًا نموذجی�ا لِكلِّ ھذه المسائل، وقد أطَلقَ كارب على ھذا النوع مِنَ المسائل: مسائل
المتوافقات التامّة، لأنھ برَھَن على أنھ إذا استطاع علماء الریاضیات حلَّ مسألةٍ واحدة مِنْ مسائل
دة الحُدود، بما فیھا المتوافقات التامّة ھذه، فسوف یتَمكَّنون مِنْ حلِّ جمیع مسائل المتوافقات غیر متعدِّ

مسألة البائع المتجوّل.

بھم مِن بَ اكتشافُ كارب علماءَ الریاضیات مِن حلِّ مسائل المتوافقات الكبیرة، ولم یقُرَِّ قرََّ
نْ مِنْ عَجزنا في التعامل مع المسائل ذات العدد الكبیر مِنَ ذلك في الوقت نفسھ، إذ إنھ لم یحَُسِّ
بھم قلیلاً مِنْ المتوافقات، ولكنھ رَكَّزَ ھذا التحدي أمام علماء الریاضیات إلى حَدٍّ بعید، وبذلك فقد قرََّ

احتمال التوصّل إلى النجاح في الحلّ.
ُ ّ



تتأثرّ دراسةُ المتوافقات ھذه الأیام بالطبیعة الإنسانیة، لأنّ علماءَ الریاضیات الذین یبَحثون
فُ فون كما یتصَرَّ عن أفضَل حلٍّ ممكِن عندما یعَجزون عن التوصُّل إلى الحلِّ الحقیقي، إنما یتصَرَّ
البشََر الذین یبَحثون عن السلام المُمكِن عندما یعَجزون عن التوصُّل إلى السلام الحقیقي الكامل، وھم
یقَبلَون السلام التقریبي المُمكِن آمِلین دائمًا بوضع حَدٍّ نھائيّ للصراع والوصول إلى السلام الحقیقي
التام. ینَتقِل بِنا ھذا التشابھ بین الحالتیَن خطوة أخرى إذ نقول إنّ إمكانیة توصُّل علماء الریاضیات
لنا إلى إلى حلِّ مسألة البائع المتجوّل في تنَقلھ إلى خمسین مدینة، تشبھ في صعوبتھا إمكانیة توصُّ
تحقیق السلام الحقیقي في العالمَ. ونحن لا نمَلكُ بِحُكمِ طبیعتنا الإنسانیة إلا أنْ نشعر بشيءٍ مِنَ
الأمل، وأنْ نحَُلِّق مع الأحلام المتفائلة مھما كانت ھذه الأحلام والآمال صعبة وبعیدة المَنال. وإنّ
اكتشافات كارب في دراسة المتوافقات، واقتراح جورج كارلین في تحقیق السلام العالمي عن طریق
التعارف والمصافحَة، تثُیرُ في أعماقنا تلك الأحلام المتفائلة والآمال الكبیرة... الأمل بأننا ذات یوم
إذا استطَعنا حلَّ مسألة كبیرة واحدة مِنْ ھذه المسائل والمشاكل الصعبة، سواءً كانت مسألة البائع
المتجوّل، أو مشكلة الصراع والخِلاف بین البشََر في العالَم، فإنّ جمیع المسائل والمشاكل مِنْ ھذا
النوع ستصُبح قابلة للحَلّ. [المترجم: وبذلك نخَرج مِنْ غموض المجھول إلى وضوح المَعرفة، ومِنْ

تردُّد الحَدس والتَّخمین إلى ثقة الریاضیات والیقین].

Albert Einstein ألبرت أینشتاین

(1879-1955)

[ألبرت أینشتاین (1955-1879)
عالِم فیزیائي شھیر ألماني الأصل.
أشھَر منجزاتھ ھي نظریاتھ العامة
والخاصة في النسبیة، ومعادلتھ
الشھیرة E=MC2 التي تعُتبَر
الأساسَ النظري لأبحاث الطاقة
الذرَیةّ. حصَلَ على جائزة نوبل في
الفیزیاء سنة 1921 تقدیرًا لأبحاثھ في
الطاقة الكھرضوئیة، كما حصَلَ على
لقَب رَجُل القرَن العشرین في مجلة

التایم سنة 1999].



Bernhard Riemann برنھارد ریمان

(1826-1866)

[برنھارد ریمان (1866-1826)
عالِم ریاضیات شھیر قدَّم دراسات
مھمة في الھندسة التحلیلیة أدَّت فیما
بعَد إلى ظھور النظریة العامة في
ا في النسبیة، وأسَّس نظامًا خاص�
الھندسة. توفي شاب�ا بسبب إصابتھ

بالسلّ].

René Descartes رینیھ دیكارت

(1596-1650)

[رینیھ دیكارت (1596-1650) عالِم
ریاضیات وفیلسوف فرنسي شھیر،
یعُتبر مؤسس الفلسفة الحدیثة ومِن أھم
مؤسسي الثورة العلمیة. لھ دراسات
مھمة في اللاھوت. یعُتبر مؤسس
الھندسة التحلیلیة، وصاحب المَقولة
ر إذاً أنا الفلسفیة الشھیرة: "أنا أفكِّ

موجود"].



Carl Friedrich Gauss كارل فریدریك غاوس

(1777-1855)

[كارل فریدریك غاوس (1777-
1855) عالِم ریاضیات وفیزیاء
ألماني شھیر، لھ نظریات ھامة في
عِلم الأعداد والإحصاء والتحلیل
والھندسة التفاضلیة وعِلم الفلك
والبصریات. حَمل لقَب أمیر علماء
الریاضیات، ویعَتبره كثیرون أھمّ
علماء الریاضیات في التاریخ
الحدیث، وأكثرھم تأثیرًا في تطوّر

الریاضیات].

George Cantor جورج كانتور

(1845-1918)

[جورج كانتور (1845-1918) عالِم
ریاضیات روسي المولد ألماني
النشأة. وضَع مبادئ نظریة
المجموعات في الریاضیات والأعداد
ما بعَد اللانھائیة، وكان یجید العزَف

على آلة الكَمان بمَھارة].



السیر إسحاق نیوتن

Isaac Newton (1643-1727)

[إسحاق نیوتن (1643-1727) عالِم
ریاضیات إنكلیزي شھیر. كتبََ أیضًا
دراسات مھمة في الفیزیاء والفلك
والفلسفة واللاھوت. یعُتبر كِتابھ في
مبادئ الریاضیات الذي نشُِر عام
1687 أھمّ كِتاب في تاریخ العلوم.
وضَع مبادئ الجاذبیة وقوانین
الحركة، وطبقّھا في وَصف الكَون،
وبذلك یعُتبر مِنْ مؤسسي الثورة
العلمیة الحدیثة. لھ دراسات مھمة
أیضًا في عِلم الضوء ودراسة الطّیف
وقیاس سرعة الصوت وأسُس حساب

التفاضل والتكامل].

Gottfried Leibnitz غوتفرید لایبنیتز

(1646-1716)

[غوتفرید لایبنیتز (1716-1646)
عالِم ریاضیات وفیلسوف ألماني ھام،
وضَع مبادئ حساب التفاضل
والتكامل، ونظام الأعداد الثنائیة
المستخدمَ في أجھزة الكومبیوتر.
یعُتبر مِنْ أھم الفلاسفة العقلانیین في
القرَن السابع عشر. لھ كتابات مھمة
في الفیزیاء والتِقانة والطب
والجیولوجیا وعِلم النفس، كما كتبَ

في السیاسة والقانون والتاریخ].



Leonhard Euler لیونھارد أویلر

(1707-1783)

[لیونھارد أویلر (1707-1783) عالِم
ریاضیات وفیزیاء سویسري الأصل.
عاش معظم عمره في روسیا وألمانیا.
یعُتبر أھمّ عالِم ریاضیات في القرَن
الثامن عشر، ومِنْ أھم علماء
الریاضیات في التاریخ. شملتْ
دراساتھ الریاضیات التحلیلیة وعلوم
الجَبر وحساب التفاضل وأسُس عِلم
الطوبولوجیا. أضاف في الریاضیات
اصطلاحات مھمة مثل القِوى (الأسّ)
واللوغاریتمات الأسّیة والطبیعیة، ولھ
إضافات ھامة في نظریة الأعداد

والھندسة وفیزیاء الضوء].

John Nash جون ناش

(1928-2015)

[جون ناش (1928-2015) عالِم
ریاضیات واقتصادي أمریكي، لھ
كتابات مھمة في نظریة المباراة
والھندسة التحلیلیة. عمل في جامعة
برینستون الأمریكیة، وحصل على
جائزة نوبل في العلوم الاقتصادیة عام
1994 تقدیرًا لدراساتھ في نظریة

المباراة].



Bertrand Russell برتراند رَسل

(1872-1970)

[برتراند رَسل (1872-1970) عالِم
ریاضیات وفیلسوف إنكلیزي شھیر،
كتبَ أیضًا في المنطق والتاریخ
والسیاسة، وكان معارِضًا للحروب
والأسلحة النوویة والحُكم الاستبدادي
الشامل، وعارضَ حرب فییتنام
والاحتلال الإسرائیلي لفلسطین.
تعرّض للسَجن بسبب مواقفھ الداعیة
للسلام العالمي. حصَل على جائزة
نوبل في الأدب عام 1950 تقدیرًا
لكتاباتھ الإنسانیة وتأییده لحریة

الفكر].



Notes

[1←]
لیونھارد أویلر (1707-1783) عالم ریاضیات وفیزیاء سویسري الأصل. عاش معظم عمره في روسیا وألمانیا. یعتبر أھم
عالم ریاضیات في القرن الثامن عشر ومن أھم علماء الریاضیات في التاریخ. شملت دراساتھ الریاضیات التحلیلیة وعلوم
الجبر وحساب التفاضل وأسس علم الطوبولوجیا. أضاف في الریاضیات اصطلاحات مھمة مثل القِوى (الأسّ)

واللوغاریتمات الأسّیة والطبیعیة، ولھ إضافات ھامة في نظریة الأعداد والھندسة وفیزیاء الضوء.

[2←]
دنیس دیدرو (1713-1784) فیلسوف فرنسي من أھم فلاسفة النھضة. إلحادي الفكر. قدَّم أول موسوعة شاملة في اللغة

الفرنسیة استغرق تألیفھا 20 سنة، وطرح فیھا أفكارًا جدیدة مھمة في التسامح الدیني وحریة التفكیر والدیموقراطیة.

[3←]
غالیلیو غالیلي Galileo Galilei (1564-1642) عالم إیطالي شھیر بحث في الفیزیاء والریاضیات والفلك والفلسفة
وكان من أھم مفكري عصر النھضة والثورة العلمیة. اخترع التلسكوب واستخدمھ في دراسة الفلك والنجوم. اصطدم مع

الكنیسة بسبب أبحاثھ عن الكون وحُكم علیھ بالإقامة الجبریة في منزلھ منذ عام 1638 حتى وفاتھ.

[4←]
جورج كانتور (1845-1918) عالم ریاضیات روسي المولد ألماني النشأة. وضع مبادئ نظریة المجموعات في

الریاضیات والأعداد ما بعد اللانھائیة، وكان یجید العزف على آلة الكمان بمھارة.

[5←]
غودفري ھاردي Godfrey H. Hardy (1877-1947) عالم ریاضیات إنكلیزي ساھم في تطویر نظریة الأعداد

والریاضیات التحلیلیة.

[6←]
برنھارد ریمان (1826-1866) عالم ریاضیات شھیر قدَّم دراسات مھمة في الھندسة التحلیلیة أدت فیما بعد إلى ظھور

ا في الھندسة. توفي شاب�ا بسبب إصابتھ بالسلّ. النظریة العامة في النسبیة، وأسس نظامًا خاص�

[7←]
أرسطو Aristotle (322-384 ق.م.) فیلسوف إغریقي شھیر كان تلمیذاً للفیلسوف أفلاطون وأستاذاً للقائد الشھیر
الإسكندر المقدوني. كتب في مواضیع عدیدة شملت الفلسفة والریاضیات والشعر والمسرح والموسیقى والسیاسة والعلوم

الطبیعیة.

[8←]
إقلیدس Euclid (300 ق.م.) عالم ریاضیات إغریقي شھیر عاش في الإسكندریة ویعتبر مؤسس علم الھندسة. یعتبر كتابھ

"العناصر" أھم كتاب في تاریخ الریاضیات.



[9←]
توما الأكویني (1225-1274) قدیس كاثولیكي إیطالي كتب دراسات مھمة في الفلسفة واللاھوت ویعتبره كثیرون أھم
الفلاسفة اللاھوتیین في تاریخ الكنیسة الكاثولیكیة. ولد في صقلیة ودرس في جامعة نابولي وعلوم اللاھوت في كولونیا

وباریس. تأثر بفلسفة أرسطو وابن رشد في كتاباتھ اللاھوتیة.

[10←]
غوتلیب فریجیھ (1848-1925) عالم ریاضیات ألماني لھ دراسات مھمة في علم الأعداد ونظریة المجموعات وكتب أیضًا

في الفلسفة والمنطق.

[11←]
برتراند رَسل (1872-1970) عالم ریاضیات وفیلسوف إنكلیزي شھیر كتب أیضًا في المنطق والتاریخ والسیاسة وكان
معارضًا للحروب والأسلحة النوویة والحكم الاستبدادي الشامل وعارض حرب فییتنام والاحتلال الإسرائیلي لفلسطین.
تعرض للسجن بسبب مواقفھ الداعیة للسلام العالمي. حصل على جائزة نوبل في الأدب عام 1950 تقدیرًا لكتاباتھ الإنسانیة

وتأییده لحریة الفكر.

[12←]
المترجم: مثال آخر على ھذا النوع من المجموعات ھو قولنا إن السوریین والمصریین والجزائریین والسودانیین
والسعودیین... یشكلون مجموعة من الناس ھي "مجموعة العرب"، في حین أن كل مجموعة من الآخرین مثل الإنكلیز
والأمریكان والروس والیابانیین والألمان والبرازیلیین... یمكن أن تكون عضوًا في مجموعة من الناس ھي مجموعة "غیر
العرب"، ولكن كل الناس الذین یشكلون "مجموعة غیر العرب" ھذه یؤلفون في مجموعھم ككلّ عضوًا من أعضاء

"مجموعة غیر العرب" في الوقت نفسھ.

[13←]
كورت غودل (1906-1978) عالم نمساوي تشیكي الأصل یعتبر من أھم الباحثین في المنطق والفلسفة وعلاقتھا

بالریاضیات. كان صدیقاً حمیمًا للعالم الفیزیائي الشھیر ألبرت أینشتاین وعمل معھ في جامعة برنستون الأمریكیة.

[14←]
إیمري لاكاتوس (1922-1974) عالم ریاضیات وفلسفة ھنغاري الأصل یھودي الدیانة وشیوعي المذھب. ھرب إلى
إنكلترا بعد الغزو السوفییتي لھنغاریا عام 1956 حیث نشر أعمالھ في فلسفة الریاضیات وفلسفة العلم. توفي فجأة في عمر

52 سنة بسبب إصابتھ بنزیف في الدماغ.

[15←]
كارل بوبر (1902-1994) فیلسوف إنكلیزي من أصل نمساوي یعتبر من أھم الباحثین في فلسفة العلم في القرن العشرین.

كتب أیضًا في علوم الاجتماع والسیاسة.

[16←]
دافید ھیلبرت (1862-1943) عالم ریاضیات ألماني یعتبر من أھم علماء الریاضیات في عصره. لھ أبحاث مھمة في

الھندسة التحلیلیة كانت بمثابة مقدمات لنظریات النسبیة ونظریات المیكانیك الكمّي (المَوجي).

[17←]
ظھرتْ بدایات مفھوم حساب التفاضل والتكامل في كتابات علماء الریاضیات الإغریق مثل إقلیدس وأرخمیدس
وأبولونیوس، كما ظھرتْ في كتابات العالِم الھندي أریاباتا Aryabhata (550-476 ق.م.) في دراستھ لحركة القمر،

وكتابات ابن الھیثم (965-1039) وشرف الدین الطوسي (1213-1135).



[18←]
إسحاق نیوتن (1643-1727) عالم ریاضیات إنكلیزي شھیر. كتب أیضًا دراسات ھامة في الفیزیاء والفلك والفلسفة
واللاھوت. یعتبر كتابھ في مبادئ الریاضیات الذي نشر عام 1687 أھم كتاب في تاریخ العلوم. وضع مبادئ الجاذبیة
وقوانین الحركة وطبقھا في وصف الكون وبذلك یعتبر من مؤسسي الثورة العلمیة الحدیثة. لھ دراسات مھمة أیضًا في علم

الضوء ودراسة الطیف وقیاس سرعة الصوت، وأسس حساب التفاضل والتكامل.

[19←]
غوتفرید لایبنیتز (1646-1716) عالم ریاضیات وفیلسوف ألماني ھام، وضع مبادئ حساب التفاضل والتكامل ونظام
الأعداد الثنائیة المستخدم في أجھزة الكومبیوتر. یعتبر من أھم الفلاسفة العقلانیین في القرن السابع عشر. لھ كتابات مھمة

في الفیزیاء والتِقانة والطب والجیولوجیا وعلم النفس، كما كتب في السیاسة والقانون والتاریخ.

[20←]
ألبرت أینشتاین (1879-1955) عالم فیزیائي شھیر ألماني الأصل. أشھر منجزاتھ ھي نظریاتھ العامة والخاصة في
النسبیة ومعادلتھ الشھیرة E=MC2 التي تعتبر الأساس النظري لأبحاث الطاقة الذرَیةّ. حصل على جائزة نوبل في الفیزیاء

سنة 1921 تقدیرًا لأبحاثھ في الطاقة الكھرضوئیة، كما حصل على لقب رجل القرن العشرین في مجلة التایم سنة 1999.

[21←]
فیثاغورس (570-500 ق.م.) عالم ریاضیات وفیلسوف إغریقي ولد في جزیرة ساموس على الساحل الجنوبي لتركیا
وكانت أمھ إغریقیة ووالده فینیقي من مدینة صور. عُرف بنظریتھ الشھیرة في دراسة المثلثات قائمة الزاویة، ویعُتبر
مؤسس علم الأعداد والحساب. اتخذت آراؤه الفلسفیة طابعاً دینیاً منح الأعداد صفات صوفیة وباطنیة. كان أول من وصف

بالفیلسوف بمعنى "مُحِبّ الحكمة".

[22←]
استخُدِم اصطلاح الأعداد (المعقولة) للتعبیر عن الأعداد الكسریة العادیة لأنھا كانت الأعداد الوحیدة التي كان یعقلھا

الإنسان آنذاك.

[23←]
ریتشارد دیدیكیند (1831-1916) عالم ریاضیات ألماني وضع الأساس الریاضي لمفھوم الأعداد الحقیقیة والأعداد

اللامعقولة ولھ دراسات مھمة في علم الجبر.

[24←]
جورج كانتور (1845-1918). ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 4.

[25←]
روبرت میلیكان (1868-1953) عالم في الفیزیاء التجریبیة من موالید الولایات المتحدة الأمریكیة. حصل على جائزة
نوبل في الفیزیاء سنة 1923 تقدیرًا لدراساتھ في قیاس الشحنة الكھربائیة للإلكترون ودراساتھ في التأثیرات الكھرضوئیة.

عمل رئیسًا لمعھد كالیفورنیا للتكنولوجیا Caltech في الفترة 1945-1921.

[26←]
John Wallis (1616- أول من وضع رمز اللانھایة ∞ في الریاضیات ھو عالم الریاضیات الإنكلیزي جون والیس
Cryptography 1703 وذلك في عام 1655. لھ كتابات مھمة أیضًا في الجبر والمثلثات والھندسة وعلم الترمیز)

والفلسفة والمنطق.



[27←]
برنھارد بولزانو (1781-1848) عالم ریاضیات وفیلسوف تشیكي لھ أیضًا كتابات مھمة في المنطق والفیزیاء وفلسفة

العلم.

[28←]
جورج كانتور (1845-1918) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 4.

[29←]
دافید ھیلبرت (1862-1943) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 16.

[30←]
أرخمیدس (287-212 ق.م.) عالم ریاضیات وفیزیاء إغریقي لھ اختراعات ھندسیة عدیدة وكتب أیضًا في علم الفلك.
یعتبر من أھم العلماء في العصر الكلاسیكي. أھم منجزاتھ دراسة الروافع والمضخة الحلزونیة وقوانین الطفو والمرایا

والكثافة النوعیة للمواد.

[31←]
طالیس (624-546 ق.م.) یعتبر أول الفلاسفة الإغریقیین قبل سقراط وفیثاغورس. لھ نظریات مھمة في الفلسفة والعلوم

والفلك والھندسة المستویة.

[32←]
شارل دو كولون (1736-1806) فیزیائي فرنسي وضع قوانین مھمة في دراسة الكھرباء والمغناطیسیة.

[33←]
الأعداد السالبة: عُرفت الأعداد السالبة في الصین منذ حوالي 100 سنة قبل المیلاد وكُتبتْ حینھا باللون الأسود في حین
كُتبت الأعداد الموجبة باللون الأحمر وذلك في كتاب "تسعة فصول في فن الریاضیات". واستخدم علماء الریاضیات في
الھند الأعداد السالبة في القرن السابع المیلادي، وعرفوا الجذر التربیعي للأعداد السالبة (الأعداد التخیلیة) في القرن الثاني
عشر المیلادي. ورغم أن العالِم الإیطالي لیوناردو فیبوناشي Leonardo Fibonacci قد قدَّم الأعداد السالبة لأوروبا في
القرن الثالث عشر مع سلسلة الأعداد الكَسریة والعدد (صفر) نقلاً عن الخوارزمي، إلا أن الأعداد السالبة لم تكن مفھومة

تمامًا في أوروبا حتى القرن المیلادي السادس عشر.

[34←]
رینیھ دیكارت (1596-1650) عالم ریاضیات وفیلسوف فرنسي شھیر، یعُتبر مؤسس الفلسفة الحدیثة ومن أھم مؤسسي
الثورة العلمیة. لھ دراسات مھمة في اللاھوت. یعُتبر مؤسس الھندسة التحلیلیة وصاحب المقولة الفلسفیة الشھیرة: "أنا أفكر

إذاً أنا موجود".

[35←]
لیونھارد أویلر (1707-1783) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 1.

[36←]
بول دیراك (1902-1984) فیزیائي إنكلیزي شھیر كان من أھم أساتذة المیكانیك الكمّي (المَوجي).



[37←]
كارل أندرسون (1905-1991) فیزیائي أمریكي من أصل سویدي حصل على جائزة نوبل في الفیزیاء عام 1936 تقدیرًا

لدراساتھ في ظاھرة الإشعاع والأشعة الكونیة التي قادت لاكتشاف البوزیترون.

[38←]
ریتشارد فینمان (1918-1988) فیزیائي أمریكي لھ دراسات مھمة في المیكانیك الكمّي (المَوجي) والفیزیاء الذرّیة. حصل
على جائزة نوبل في الفیزیاء عام 1965 تقدیرًا لھذه الدراسات. شارك في صنع القنبلة الذرَیةّ ویعتبر من رواد تقنیات النانو

Nanotechnology التي تدرس تشكیل المواد والأجھزة انطلاقاً من الجزیئات.

[39←]
غوتفرید لایبنیتز (1646-1716) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 19.

[40←]
كاسبر ویسل (1745-1818) عالم ریاضیات نرویجي مختص في المساحة یرجع إلیھ الفضل في تقدیم أول تفسیر معقول

للأعداد التخیلیة.

[41←]
جیمس سیلڤستر (1814-1897) عالم ریاضیات إنكلیزي ساھم في وضع أسس نظریة المصفوفات ولھ دراسات مھمة في

د. نظریة الأعداد وعلم الجبر المجرَّ

[42←]
آرثر كایلي (1821-1895) عالم ریاضیات إنكلیزي ساھم أیضًا في وضع أسس نظریة المصفوفات ووضع أسس

وتعریف المجموعات.

[43←]
ڤیرنِر ھایزنبیرغ (1901-1976) فیزیائي ألماني شھیر بحث في المیكانیك الكمّي (المَوجي) ووضع فیھ مبدأ عدم التأكد
ولھ أبحاث مھمة في الفیزیاء الذرَّیة. حصل على جائزة نوبل في الفیزیاء سنة 1932 تقدیرًا لأبحاثھ في الفیزیاء الذرَّیة.

عمل رئیسًا لمعھد ماكس بلانك للفیزیاء وأبحاث الفضاء في الفترة 1947 حتى 1970.

[44←]
یوجین ڤیغنر (1902-1995) عالم ریاضیات وفیزیاء أمریكي من أصل ھنغاري. حصل على جائزة نوبل في الفیزیاء عام
1963 تقدیرًا لدراساتھ في الفیزیاء الذرَّیة والمیكانیك الكَمّي (المَوجي) وتطبیق مبادئ التناظر فیھما. یعتبره بعض العلماء

في مستوى أھمیة أینشتاین في الفیزیاء الحدیثة.

[45←]
د لحل المعادلات المعقدة. إیفاریست غالوا (1811-1832) عالم ریاضیات فرنسي وضع نظریة مھمة في علم الجبر المجرَّ

كان ناشطًا سیاسی�ا ومؤیداً متحمسًا للنظام الجمھوري.

[46←]
رینیھ دیكارت (1596-1650) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 34.



[47←]
برنھارد ریمان (1826-1866) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 6.

[48←]
كارل فریدریك غاوس (1777-1855) عالم ریاضیات وفیزیاء ألماني شھیر لھ نظریات ھامة في علم الأعداد والإحصاء
والتحلیل والھندسة التفاضلیة وعلم الفلك والبصریات. حمل لقب أمیر علماء الریاضیات ویعتبره كثیرون أھم علماء

الریاضیات في التاریخ الحدیث وأكثرھم تأثیرًا في تطور الریاضیات.

[49←]
بنوا ماندلبرو (1924-2010) عالم ریاضیات فرنسي من أصل بولوني یعیش في أمریكا منذ عام 1958. یعتبر مؤسس

الھندسة التجزیئیة Fractal Geometry ولھ دراسات مھمة في نظریة المعلومات وفي الاقتصاد وعلم الفلك.

[50←]
فیلیكس ھاوسدورف (1868-1942) عالم ریاضیات ألماني یعتبر من مؤسسي الطوبولوجیا ونظریة المجموعات والھندسة

التجزیئیة. كتب أیضًا في الفلسفة ودراسة مھمة لأفكار الفیلسوف الألماني نیتشھ.

[51←]
الصِفر: عبَّر البابلیون في نظام أعدادھم الستیني عن الرقم (صفر) بترك مسافة فارغة بین الأعداد، ولم یعرف الإغریقیون
العدد (صفر) في نظام أعدادھم. استخدم بطلیموس في عام 130 ق.م. في نظام أعداد ستیني رمزًا یشیر إلى العدد (صفر).
ورغم أن قبائل المایا في أمریكا الجنوبیة قد عرفت الرقم (صفر) وأدخلتھ في نظام أعدادھا إلا أن مفھوم الصفر بمعناه
الحقیقي في الریاضیات لم یظھر بوضوح إلا في الھند حوالي القرن الخامس قبل المیلاد واستخُدم في اللغة السنسكریتیة
باسم: سُنیا Sunya وانتقل بعدھا إلى العرب الذین استخدموا كلمة الصِفر للتعبیر عن ھذا العدد. انتقل بعدھا إلى أوروبا عن
طریق عالم الریاضیات الإیطالي لیوناردو فیبوناشي Leonardo Fibonacci (1170-1250) الذي عاش في منطقة
الجزائر في الشمال الأفریقي العربي ونقل مؤلفات الخوارزمي ونظام الأعداد العشري المطبق حالیاً في أوروبا وأمریكا،
واستخدم كلمة زفیروم Zephyrum للتعبیر عن الرقم (صفر) نقلاً عن العربیة، والتي أصبحت زفیرو Zefiro في

الإیطالیة ثم إلى كلمة زیرو Zero في الفرنسیة ومن ثم إلى الإنكلیزیة.

[52←]
غوتلیب فریجیھ (1848-1925) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 10.

[53←]
جورج كانتور (1845-1918) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 4.

[54←]
جون ھورتون كونواي (1937-2022) عالم ریاضیات إنكلیزي لھ دراسات مھمة في نظریة الأعداد والمجموعات
ونظریة المباراة Game Theory والھندسة والطوبولوجیا. یعمل أستاذاً للریاضیات في جامعة برینستون الأمریكیة منذ

عام 1986.

[55←]
كارل فریدریك غاوس (1777-1855) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 48.

[56←]



ھنري بوانكاریھ (1854-1912) عالم ریاضیات وفیزیاء فرنسي. لھ دراسات في فلسفة العلوم وكان ماھرًا في كافة فروع
الریاضیات المعروفة في عصره. یعتبر من مؤسسي علم الطوبولوجیا ومبادئ النسبیة. انتخُب رئیسًا للأكادیمیة الفرنسیة

للعلوم سنة 1906.

[57←]
كارل فریدریك غاوس (1777-1855) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 48.

[58←]
Non-Euclidean یانوس بولیاي (1802-1860) عالم ریاضیات ھنغاري یعتبر من مؤسسي الھندسة اللاإقلیدیة

Geometry ولھ دراسات مھمة في الجبر والأعداد وكان یجید تسع لغات.

[59←]
نیكولاوس لوباتشیفسكي (1792-1856) عالم ریاضیات روسي من مؤسسي الھندسة اللاإقلیدیة. عمل رئیسًا لجامعة

كازان Kazan University في الفترة 1846-1827.

[60←]
برنھارد ریمان (1826-1866) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 6.

[61←]
ألبرت أینشتاین (1879-1955) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 20.

[62←]
كورت غودل (1906-1978) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 13.

[63←]
برتراند رَسل (1906-1978) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 11.

[64←]
كریستیان غولدباخ (1690-1764) عالم ریاضیات ألماني درس القانون وعُرف بملاحظتھ الخاصة في الحساب.

[65←]
لیونھارد أویلر (1707-1783) ذكُر سابقاً في الملاحظة رقم 1.

[66←]
نیكولاوس كوبرنیكوس Nicolaus Copernicus (1473-1543) عالم فلكي من أصل بولوني درس الطب والقانون في
إیطالیا حیث ظھر اھتمامھ بالفلك وكان أول من وضع الأساس العلمي للمجموعة الشمسیة وأن الكواكب تدور حول الشمس
ولیس حول الأرض ونشَر ذلك في كتاب طُبع یوم وفاتھ. استفاد في وضع نظریتھ ھذه من أعمال المفكرین الإغریق
أریستاركوس Aristarchus وبونتیكوس Ponticus وفیلولاوس Philolaus والعلماء المسلمین ناصر الدین الطوسي

ومؤید الدین الأوردي وابن الشاطر.



[67←]
ویلیام أوكام (1288-1348) كاھن وفیلسوف إنكلیزي یعتبر من أھم مفكري العصور الوسطى ولھ كتابات مھمة في

المنطق والفلسفة واللاھوت.

[68←]
إرنست ماخ (1916-1838).

[69←]
جورج غالوب (1901-1984) عالم إحصاء أمریكي من رواد أسلوب اختیار العیِّنات الإحصائیة النموذجیة لقیاس الرأي

العام.

[70←]
جون فون نیومان (1903-1957) عالم ریاضیات أمریكي من أصل ھنغاري لھ مساھمات أساسیة في نظریة المجموعات
ي (المَوجي) والاقتصاد وعلوم الكومبیوتر والجبر والإحصاء ونظریة المباراة. یعتبر من أھم علماء والمیكانیك الكمِّ
یة والھیدروجینیة. عمل في جامعة برنستون الأمریكیة مع الریاضیات في القرن العشرین. شارك في صنع القنبلة الذرَِّ

أینشتاین وغودل منذ عام 1933 حتى وفاتھ.

[71←]
جون ناش (1928-2015) عالم ریاضیات واقتصادي أمریكي لھ كتابات مھمة في نظریة المباراة والھندسة التحلیلیة. عمل
في جامعة برینستون الأمریكیة وحصل على جائزة نوبل في العلوم الاقتصادیة عام 1994 تقدیرًا لدراساتھ في نظریة

المباراة.

[72←]
فیلكس كلاین (1849-1925) عالم ریاضیات ألماني اشتھر بأعمالھ في نظریة المجموعات والھندسة اللاإقلیدیة والتناظر

د. المُجرَّ

[73←]
أوغست موبیوس August F. Mobius (1790-1868) عالم ریاضیات ألماني یعتبر من مؤسسي علم الطوبولوجیا في

الریاضیات.

[74←]
رینیھ توم (1923-2002) عالم ریاضیات وفیلسوف فرنسي اشتھر بدراساتھ في الطوبولوجیا والھندسة التحلیلیة ونظریة

الكارثة، ولھ دراسات في مؤلفات أرسطو العلمیة.

[75←]
إیریك زیمان (1925-2016) عالم ریاضیات إنكلیزي ولد في الیابان لأب ھولندي وأم إنكلیزیة. لھ دراسات مھمة في

الطوبولوجیا ونظریة الكارثة وتطبیقاتھا في علم الأحیاء وعلم النفس.

[76←]
ریتشارد كارب (1935) عالم ریاضیات وكومبیوتر أمریكي یعمل في جامعة بركلي الأمریكیة. حاز على الجائزة الوطنیة

في العلوم تقدیرًا لأبحاثھ في المتوافقات.
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